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Kapitel 1

Die Pradikatenlogik erster Stufe

Der einfachste Fall, in dem man mit Hilfe der Logik etwas interessantes iiber
den Begriff der Wahrheit sagen kann, tritt in der Priadikatenlogik erster Stufe auf.
Der Wahrheitsbegriff der Priadikatenlogik ist — im ersten Zugriff — ein aristoteli-
scher: Eine Aussage ist genau dann wahr, wenn es sich so verhilt, wie das in der
Aussage behauptet wird. Um das ein bilchen genauer zu fassen, brauchen wir zu-
nichst die Mittel, Aussagen von Nicht-Aussagen zu unterscheiden. Danach soll
ganz abstrakt charakterisiert werden, wie man ,,iiber etwas‘ sprechen kann. Wenn
das erreicht ist, kann eine Menge von Aussagen charakterisiert werden, die immer
wahr sind, unabhiingig davon, woriiber man spricht und wie sich das verhilt. Dies
sind die logisch wahren Aussagen. Der interessante Punkt ist, dal sich zeigen
148t, daB alle korrekten Schliissen auf solchen logisch wahren Aussagen beruhen
und alle logisch wahren Aussagen Basis fiir korrekte Schliisse sein konnen. Fiir
dieses Ergebnis benotigt man eine Vorstellung davon, was ein (priadikatenlogisch)
korrekter SchluB ist.

Entsprechend beginnt das Kapitel mit der Sprache der Pridikatenlogik, fithrt
die Semantik und eine Axiomatik fiir die Pridikatenlogik ein und enthilt als
Hauptteil einige Theoreme iiber das Verhéltnis von Semantik und Axiomatik.

5
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6 KAPITEL 1. DIE PRADIKATENLOGIK ERSTER STUFE
1.1 Die Semantik der Pridikatenlogik

1.1.1 Die Sprache

Wir betrachten eine Sprache erster Stufe ohne funktionale Konstanten!:

3 T 3 T Individuenvariablen
a,b,c,aq, ... Individuenkonstanten
P.Q,R P} ... Pridikatenkonstanten

~,D aussagenlogische Operatoren
N Quantor

), ( Klammern

Definition 1

Wenn " eine n-stellige Priidikatenkonstante ist und i1, . .., 1, Individuenvaria-
blen oder Individuenkonstanten sind, so ist f"(iy,...,1,) eine Prdidikatformel.
Nichts anderes ist Prddikatformel.

Definition 2

1. Alleinstehende Prddikatformeln sind prddikatenlogische Formeln (plF).
2. Wenn A plF ist, ist auch ~A plF.

3. Wenn A und B plF sind, ist auch (A O B) plF.

4. Wenn A plF und i eine Individuenvariable ist, ist auch Vi A plF.

5. Nichts anderes ist eine prddikatenlogische Formel.

Definition 3
Der Wirkungsbereich eines Quantors i in einer Formel Vi A ist die Formel A.

Die Variable i kommt in einer Formel gebunden vor, wenn sie unmittelbar nach
einem Quantorenzeichen oder im Wirkungsbereich eines Quantors, der sich auf'i
bezieht, vorkommt.

Vorkommen von Variablen die nicht gebunden sind, heifsen freie Vorkommen.

'Funktionale Konstanten bilden Terme aus Termen, grundsitzlich #ndern sie an den folgenden
Beweisen nichts. Spiter (2.3) werden funktionale Konstanten betrachtet werden.
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Die Sprache ist eine Sprache erster Stufe, weil durch die Quantoren nur Indi-
viduenvariablen gebunden werden. Anders ausgedriickt: Es gibt keine Variablen
fiir Pradikate (Eigenschaften und Relationen), Argumentpositionen in Pradikat-
formeln konnen nur von Individuentermen (Konstanten oder Variablen) besetzt
werden, nicht von Priadikattermen.

1.1.2 Modelle

Der Grundgedanke einer referentiellen Semantik besteht in der Annahme, daf3 sich
die bedeutungstragenden Teile der Sprache auf bestimmte Weise auf einen Gegen-
standsbereich beziehen: Individuenkonstanten und Priadikatenkonstanten nehmen
Werte beziiglich eines nichtleeren Bereiches an. Dabei werden den namensartigen
Ausdriicken, den Individuenkonstanten, Werte aus dem Bereich zugeschrieben,
die Ausdriicke fiir Eigenschaften und Relationen bekommen Mengen von Ele-
menten, von Paaren von Elementen, von Tripeln von Elementen usw. zugeschrie-
ben. Auf diese Weise wird die Priadikation zum Enthaltensein eines Elementes
in einer Menge: Der Satz, daB ein Gegenstand eine Eigenschaft hat, heif3t, daf
das bezeichnete Element des Gegenstandsbereiches Element der der Eigenschaft
entsprechenden Menge ist.

Beispiel 1

Es sei der Gegenstandsbereich IE die Menge der Ereignisse (was immer ein Ereig-
nis auch sei), so konnte eine Interpretation fiir die Konstanten vielleicht folgen-
dermafen aussehen:

a; —— die Party bei Mary dy (€E)

ay — der Kinobesuch mit Adam dy (€E)

a3 ——  Freds Hochzeit d3 (€ E)

P! — ...ist unerwartet {d; : d; ist unerwartet}

P — ...istspdterals... {{d;, d;) : d; ist spdter als d;}

P} — ...verursacht... {(d;,d;) : d; verursacht d;}
— ... {{(d;,...,d;) : inRelation ...}

Der Satz P%(ay,a3) ist genau dann eine wahre Aussage, wenn das Paar (dy, d3)
Element der Menge von Paaren {(d;,d;) : d; verursacht d;} ist, das heift eben:
wenn dieser Kinobesuch die Hochzeit tatséichlich verursacht hat.
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Betrachten wir noch einmal die Zuordnung a; — d; oben. Die as sind Konstan-
ten in der Sprache, sind Namen, die fiir die Satzbildung zur Verfiigung stehen. Der
Pfeil soll andeuten, daf3 das jeweilige a als ein ganz bestimmtes Ereignis interpre-
tiert ist. Welches Ereignis das ist, kann man selbstverstindlich auch nur sagen,
das heifit, um die Menge [ iiber deren Mitglieder zu kennzeichnen, muf3 man die-
se nennen. Dazu benutzt man deren Namen in der Metasprache, aber die Menge
selbst besteht nicht aus den Namen der Ereignisse in der Sprache, oder den Na-
men der Ereignisse in der Metasprache, sondern aus den Ereignissen selbst.

Auch einfache Sitze mit Quantoren lassen sich entsprechend interpretieren, mit
dem Quantor V bezieht man sich auf jedes einzelne Objekt des Gegenstands-
bereichs und Vz P! (x) heiBt, daB alle Elemente des Gegenstandsbereichs in die
der Eigenschaft P} zugeschriebene Menge fallen. (Im Beispiel 1 wird mit die-
ser priadikatenlogischen Formel — sicher félschlicherweise — behauptet, dal3 alle
Ereignisse unerwartet sind.) Die Individuenvariablen nehmen also eine beliebige
Bedeutung an, nachdem die Konstanten ihre Bedeutung zugeschrieben bekom-
men haben. Wie soll man dann aber pridikatenlogische Formeln wie PZ(x,y)
verstehen? Offenbar behauptet dieser Ausdruck nichts, jedenfalls nicht in dem
Sinne wie P7(as,as3) etwas behauptet, schlieBlich konnen z und y sowohl die
Werte d, und d3 entsprechend annehmen, als auch die Werte ds und (noch einmal)
ds. Je nachdem, welche Werte die Variablen bei einer fixierten Zuschreibung fiir
die Konstanten bekommen, nehmen solche offenen Formeln (oder Satzfunktionen)
einen Wahrheitswert an. Sitze, daf heifit pradikatenlogische Formeln ohne freie
Vorkommen von Variablen, benotigen keine Belegung der Variablen, um einen
Wahrheitswert zu haben.

Bevor diese Gedanken genauer in einer Definition gefa3t werden, sei hier auf
einen wichtigen Punkt hingewiesen. Die Verwendung des Allquantors ist insofern
wesentlich, als dafl man mit Hilfe einzelner Siatze mit Individuenkonstanten immer
nur iiber die Gegenstidnde im Gegenstandsbereich sprechen kann, die einen Namen
haben. Sind im Gegenstandsbereich Objekte, die keinen Namen tragen, oder gar
mehr Objekte, als es iiberhaupt Namen gibt, dann kann man sich mit Yz dennoch
auf alle Elemente des Gegenstandsbereiches beziehen.

Beispiel 2

Betrachten wir noch einmal das Beispiel 1 — vermutlich gibt es viel mehr Ereignis-
se als sprachliche Mittel, die wir tatsdchlich zur Bezeichnung von Ereignissen be-
nutzen. Mehr noch, nach durchaus akzeptierten ontologischen Vorstellungen kann
man Ereignisse zeitlich , konkretisieren*, um auf temporale Teile von Ereignissen
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zu kommen, die selbst wieder Ereignisse sind: der Zweite Weltkrieg, der Zwei-
te Weltkrieg zwischen 1943 und 1944, der zweite Weltkrieg zwischen Januar 1943
und Juli 1943 usw. sind alles (ineinander geschachtelte) Ereignisse. Im Extremfall
erhdilt man wegen der Kontinuitdit der Zeit iiberabziihlbar® viele Ereignisse im Ge-
genstandsbereich, die wegen der maximal abzdhlbar vielen Individuenkonstanten
nicht mehr alle benannt sein konnen.

Wir verwenden in der folgenden Definition einen Gegenstandsbereich D) (auch
Individuenbereich, Universum, Domain genannt), eine Interpretationsfunktion Z,
die den Konstanten Elemente bzw. Mengen von Tupeln von Elementen aus D zu-
schreibt, und eine Belegungsfunktion v mit der Aufgabe, den Individuenvariablen
Werte aus D zuzuschreiben. Die Funktionen werden auch ,.Interpretation und
,Belegung* genannt.

Definition 4
Sei D eine nichtleere Menge und 1 eine Funktion, fiir die gilt:

1. Wenn i eine Individuenkonstante ist, ist Z(i) € D (ein Element von D).

2. Wenn [ eine n-stellige Priidikatenkonstante ist, ist Z(f) C D x...x D (eine
Untermenge des n-fachen kartesischen Produktes von D mit sich selbst).

Sei v eine Funktion, fiir die gilt:
Wenn i eine Individuenvariable ist, ist v(i) € D (ein Element von D).

Das Paar M = (D,Z) wird Modell genannt und im folgenden wird definiert,
wann eine Aussage A in einem Modell bei einer bestimmten Belegung erfiillt ist.
Dafiir verwenden wir M, v = A, synonym konnen wir sagen: Die Belegung v
erfiillt die Aussage A im Modell M. Alle Fille der Formeldefiniton 2 werden
betrachtet:

Definition 5
1. M,v = f"(i1,...,i,) genau dann, wenn (F(iy),...,F(in)) € Z(f"),
oo\ | Z(i;)  falls iy eine Individuenkonstante ist
wobei F(i;) = { v(i;)  fallsi; eine Individuenvariable ist.

Eine Menge heift abzihlbar unendlich, wenn sie eineindeutig auf die Menge der natiirlichen
Zahlen abgebildet werden kann — das heifit, wenn man sie entlang der natiirlichen Zahlen ordnen,
abzihlen kann. GroBere Mengen heiflen iiberabzihlbar, so ist beispielsweise die Menge der reellen
Zahlen iiberabzihlbar unendlich.
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2. M,v = ~A genau dann, wenn nicht M,v = A (dafiir wird manchmal
M, v [~ A geschrieben).

3. M,v = A D B genau dann, wenn nicht M, v |= A oder M,v |= B.

4. M,v | YiA genau dann, wenn M, v; = A fiir alle Belegungen v;, die
sich von der Belegung v hochstens im Wert fiir die Individuenvariable 1
unterscheiden.

Der erste Punkt besagt, daf} eine Priadikatformel dann in einem Modell bei einer
Belegung erfiillt ist, wenn das n-Tupel der Interpretationen bzw. Belegungen der
Subjektterme in der Interpretation der Pradikatkonstanten ist. Der zweite Punkt
besagt, dal die Negation einer Aussage dann in einem Modell bei einer Belegung
erfiillt ist, wenn die Aussage selbst in diesem Modell bei dieser Belegung nicht
erfiillt ist. Im dritten Punkt wird festgelegt, da} eine Subjunktion nur dann in
einem Modell erfiillt ist, wenn das Vorderglied bei dieser Belegung in diesem
Modell nicht erfiillt oder das Hinterglied erfiillt ist. Im letzten Punkt wird der
Begriff einer Belegung verwendet, die sich hochstens im Wert fiir eine Variable
von einer bestimmten Belegung unterscheidet.

Beispiel 3

Betrachten wir eine Sprache mit nur drei Individuenvariablen, x,y und z. Sei D
die Menge {d,,ds,ds,d,3}. Die Ausgangsbelegung v sei durch folgende Tabelle
gegeben:

rT Yy =z
v: d1 dl dg
Die einzigen Belegungen v, sind:

r Yy z
Vy = V2 dl dl d2
Vy, dl dg dg
Vyg. d1 d5 d2
Vyys d1 d13 d2

Der Punkt ist, dafs sich die Werte fiir x und z nicht gedindert haben, v,(y) dagegen
Jjeden moglichen Wert aus D angenommen hat!

Die Formulierung im die Quantifikation betreffenden Punkt verlangt nichts an-
deres, als dafl unter Beibehaltung der Interpretation und der Belegung fiir alle
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anderen auBer der betrachteten Variablen, fiir letztere alle moglichen Werte zu
tiberpriifen sind. Ist die Formel dann fiir alle Werte erfiillt, ist auch die entspre-
chende Allaussage bei dieser Belegung in diesem Modell erfiillt.

Die folgende Serie von Definitionen fiihrt nun zum Begriff der Allgemeingiiltig-
keit oder Tautologizitit.

Definition 6
Eine Formel ist erfiillbar, wenn es eine Belegung und ein Modell so gibt, daf; die
Formel in diesem Modell bei dieser Belegung erfiillt ist.

Eine Formel ist wahr (oder: erfiillt) in einem Modell (M = A), wenn sie in
diesem Modell von jeder Belegung erfiillt ist.

Eine Formel ist allgemeingiiltig (tautologisch, logisch wahr, |= A), wenn sie in
jedem Modell wahr ist.

Erfiillbarkeit, Erfiilltheit und Allgemeingiiltigkeit driicken verschiedene Aspek-
te des natiirlichsprachlichen Wahrheitsbegriffes aus. Wenn eine Formel erfiillt ist,
so konnte eine (durch Individuenbereich und Interpretationsfunktion explizierte)
Welt so sein, wie es in der Formel behauptet wird. Wenn eine Formel in einem Mo-
dell erfiillt ist, so expliziert dieses Modell eine Welt, die so ist, wie es in der Formel
behauptet wird. Ist eine Formel allgemeingiiltig, so ist jede denkbare Welt von der
Art, wie es in der Formel behauptet wird. Selbstverstdndlich erzwingt diese Rede-
weise nicht die Existenz von verschiedenen moglichen Welten. Genauso gut kann
man iiber (faktische und kontrafaktische) Situationen in der Welt oder iiber unter-
schiedliche Theorien iiber die Welt sprechen. Bestimmte Voraussetzungen werden
jedoch mit einer Konstruktion wie der in den Definitionen 5 und 6 getroffen, iiber
die noch zu sprechen sein wird. Das betrifft insbesondere die Punkte, dal} allen
Individuenkonstanten ein Element des Gegenstandsbereiches zugeschrieben wird
und daB der Gegenstandsbereich selbst eine nichtleere Menge ist.

Beispiel 4
Die Formel P(x) D P(x) ist allgemeingiiltig, denn:

1. Angenommen, P(x) D P(x) ist nicht allgemeingiiltig. (Annahme des indi-
rekten Beweises)

2. Also gibt es ein Modell M und eine Belegung v, bei der P(x) D P(x) nicht
erfiillt ist. (Definition 6)

3. Also muf3 bei dieser Belegung in diesem Modell P(x) erfiillt und P(x) nicht
erfiillt sein. (Definition 5)
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4. Dies heifst aber: v(x) € Z(P) und v(z) ¢ Z(P). (Definition 5)

5. Dies ist aber nicht moglich, also ist die (indirekte) Annahme falsch.

Die Formel ~Nx~P(x) D VaP(x) ist nicht allgemeingiiltig, denn:
1. Sei D die Menge {d;,d>}, Z(P) = {dy } und v(x) = d;.

2. ~Nx~P(x) ist im Modell unter der Belegung erfiillt, denn bei v(x) = d; ist
P(x) erfiillt, ~P(x) nicht erfiillt, Vo~ P(x) nicht erfiillt (schlieflich liegt
eine Belegung vor, bei der die Aussage im Wirkungsbereich des Quantors
im Modell nicht erfiillt ist) und so ist ~Nx~P(x) erfiillt und — da sie keine
freien Variablen enthdilt — wahr im Modell.

3. VaP(x) ist im Modell unter der Belegung nicht erfiillt, denn bei v, (x) = do
ist P(x) im Modell nicht erfiillt.

4. Also gibt es ein Modell und eine Belegung, bei der ~Nxz~P(x) D VYrP(x)
nicht erfiillt ist.

Dap3 eine Formel allgemeingiiltig ist wird gezeigt, indem die Annahme, daf} es ein
widerlegendes Modell mit einer entsprechenden Belegung gibt, zum Widerspruch
gefiihrt wird. Daf3 eine Formeln nicht allgemeingiiltig ist, wird durch die Konstruk-
tion eines widerlegenden Modells mit einer entsprechenden Belegung gezeigt.

Im Beispiel 4 wurde eine Tatsache benutzt, die hier explizit formuliert wird:

Satz 1
M = A genau dann, wenn M |= Vi A.

Beweis Alle freien Variablen aufler i spielen keine Rolle, da jede Belegung im
Modell die Formeln erfiillt (von links nach rechts A, von rechts nach links Vi A).
Betrachten wir i, so gilt M = A wenn fiir jede Belegung v gilt: M, v = A. Da
dies fiir jede Belegung gilt, so auch fiir alle v;. Also gilt fiir alle v My = ViA,
das heiBt: M = ViA.

Weiter heiit M = ViA, da M, v; |= A fiir alle v; — da nach Voraussetzung die
anderen Variablen keine Rolle spielen, sind die i-Varianten von v die einzigen zu
betrachtenden. Also gilt M = A.

Ein wichtiger Punkt ist, dal} zwar
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Satz 2
Wenn M, v |= ViA, so M,v = A

gilt, aber nicht die Umkehrung dieses Satzes.

Beweis Die Belegung der Variablen i durch v spielt bei der Bewertung von Vi A
keine Rolle, da A bei jeder Belegung von i unter M und v erfiillt ist. Dann aber
auch unter der, die v dem ¢ zuschreibt und es gilt M, v |= A.

Im Gegensatz dazu kann M, v |= A sehr wohl durch ein passend gewihltes v
giiltig sein, wihrend aber nicht jede andere Belegung von 7 die Formel giiltig im
Modell werden 1468t. Dann ist aber M, v [~ ViA.

Diese Ergebnisse erkldren, warum die uneingeschrinkte Regel

A
ViA

zwar eine Beweisregel, aber keine Ableitungsregel in der Pridikatenlogik ist (vgl.
Seiten 17 und 20). In Beweisen kommen, wie sich zeigen wird, nur allgemein-
giiltige Formeln vor, so da3 die Regel, die schlieBlich Allgemeingiiltigkeit erhilt,
uneingeschrinkt angewendet werden darf. In Ableitungen kommen Annahmefor-
meln vor, die sogar logisch falsch sein konnen — hier muf3 die Regel eingeschréinkt
werden. Die Formel®

ViA D A{i/j}

dagegen ist uneingeschrinkt giiltig und die entsprechende Regel erhilt (vererbt)
sogar die Giiltigkeit im Modell unter einer Belegung.

Ebenso einsichtig ist, da} eine reine Umbenennung der freien Vorkommen einer
Individuenvariablen in eine neue Konstante beziiglich der Erfiillbarkeit in einem
Modell keine Rolle spielt:

Definition 7
Mit A|; wird die Substitution aller freien Vorkommen der Individuenvariablen 1
in A durch die Individuenkonstante j bezeichnet.

SMit A{i/j} wird das Resultat der Substitution aller freien Vorkommen der Individuenvaria-
blen i in A durch die Individuenvariable oder -konstante j bezeichnet, weiter unten wird dies
genauer gefalit.
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Satz 3
Sei j eine Individuenkonstante, die in A nicht vorkommt, und i eine Individuenva-
riable. Es gilt:

Es gibt genau dann ein M und ein v so, dafp M, v |= A, wenn es ein M’ und ein
V' so gibt, dafp M', V' (= Al

(Folgerung:) \= A genau dann, wenn |= Al .

Beweis Wir betrachten von links nach rechts eine Interpretation Z’, die sich von
7 nur dadurch unterscheidet, daB8 Z'(j) = v(i). Die Belegungen sind fiir beide
Modelle gleich, dann gilt M', v |= Al falls M, v = A gilt.

Umgekehrt betrachten wir eine Belegung, die sich von v/ nur dadurch unterschei-
det, daB v(i) = Z'(j). Die Interpretationen sind fiir beide Modelle gleich, dann
gilt M, v = Afalls M',v = A] ! gilt.

Fiir die Folgerung iiberlege man sich, da3 wenn jede Interpretation fiir eine Kon-
stante fiir jeden Bereich und jede Belegung die Formel erfiillt, dann auch jede
Belegung fiir jeden Bereich und jede Interpretation die Formel erfiillt und umge-
kehrt.*

Beispiel 5
Definieren wir die Adjunktion entsprechend ihrer Verwendung in der Aussagenlo-
gik: AV B =~ ~A D B, so bekommt sie folgende semantische Charakteristik:

M,v = AV B genau dann, wenn M, v |= A oder M, v |= B.

Die Aussage P(a) V ~P(a) ist eine Tautologie, jedoch kann man sich fragen,
warum eine Aussage iiber einen bestimmten Gegenstand (ndmlich iiber das von
a bezeichnete) iiberhaupt tautologisch sein kann, schliefflich sollen Tautologien
nichts iiber die Welt aussagen und Gesetze sollen allgemein sein. Die Antwort liegt
in den Scitzen oben: |= P(a) V ~P(a) heifit, jede Interpretation macht diese Aus-
sage wahr, dies heift, daf3 jede Belegung (bei jeder Interpretation) P(x)\V ~P(x)
wahr macht (denn P(a) V ~P(a) ist (P(z) V ~P(x))|2), und letzteres heifit ein-
fach — |= Yx(P(x) V ~P(x)). Aussagen mit Konstanten und freien Vorkommen

4Der Satz 3 wird benotigt, weil wir an spéterer Stelle nur Sétze, das heifit Formeln ohne freie
Vorkommen von Variablen betrachten wollen. Um aber die notwendige Allgemeinheit zu erhalten,
gehen wir von beliebigen Formelmengen aus und substituieren die freien Vorkommen der Varia-
blen gegen neue Individuenkonstanten und Satz 7 garantiert, daf falls die Satzmenge ein Modell
hat (erfiillbar ist), die Formelmenge ebenfalls erfiillbar ist.
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von Variablen sind insofern logisch wahr, als daf3 sie Einsetzungsinstanzen lo-
gisch wahrer allquantifizierter Aussagen sind. Das philosophische Diktum ,,Es
gibt keine Gesetze fiir den Einzelfall“ behdilt seine Giiltigkeit.

1.1.3 Semantische Folgebeziehung (Implikation)

Erfiillbarkeit und Wahrheit sind Eigenschaften, die leicht auf Mengen von For-
meln erweitert werden konnen:

Definition 8

Sei K eine Menge von Formeln. K heift erfiillbar (wahr) in einem Modell, wenn
jede Formel dieser Formelmenge erfiillbar (wahr) in diesem Modell ist. Im Fall
einer erfiillbaren Formelmenge sagt man, diese besitzt ein Modell.

Aussagen garantieren manchmal die Wahrheit anderer Aussagen: Wenn alle Vor-
aussetzungen eines Argumentes wirklich wahr sind, sollte das die Wahrheit der
SchluBfolgerung garantieren. Dieser Gedanke ist in der folgenden Definition for-
muliert worden:

Definition 9
K = A genau dann, wenn aus M = K folgt, dap M = A.

Die Aussage A folgt genau dann semantisch aus der Menge der Aussagen K,
wenn jedes Modell fiir K auch ein Modell fiir A ist.

Beispiel 6

Einfache Fidlle von Implikationen sind uns allen bekannt, beispielsweise aus Be-
richten iiber Indizienprozesse: Wenn es stimmt, daf3 der Butler im Garten war
zur fraglichen Zeit, und es auch richtig ist, dafs er allein Zugang zum Schliissel
hatte, dann ist es auch wahr, daf3 er der Morder ist. Jede Situation, in der die Siit-
ze der vorausgesetzten Satzmenge wahr wdren und der Butler nicht der Morder
wdre, wdre widerspriichlich, nicht verniinftig denkbar. Kompliziertere Fiille be-
ginnen beispielsweise mit den Worten: ,,Wenn die Gesetze der Quantenmechanik
tatsdchlich gelten sollten, dann miifste auch ... “.

Das Zeichen ,,=* wird also von nun an systematisch mehrdeutig verwendet’:
Steht links davon ein Modell und rechts eine Aussage, so handelt es sich um das
Giiltig-Sein, steht links davon eine Aussage oder Aussagenmenge, so sprechen
wir iiber die Implikation.

SDies ist so iiblich in der Logik-Literatur.
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1.2 Der axiomatische Aufbau der Pridikatenlogik

Bisher wurde eine Eigenschaft von Aussagen und eine Relation zwischen Aus-
sagen (-mengen) und Aussagen betrachtet: allgemeingiiltig zu sein und zu im-
plizieren. Mit diesen Begriffen wird der Wahrheitsbegriff modelliert, mit einer
Interpretation und einem Individuenbereich ist festgelegt, wie die Welt aussieht,
auf die sich die Sprache bezieht. Eine Aussage ist logisch wahr (allgemeingiiltig),
wenn sie wahr in jedem Modell und damit unabhéngig davon ist, wie die Welt
tatsichlich ist. Eine Aussage wird von einer Aussagenmenge impliziert, wenn sie
wahr in jeder Welt ist, in der die Aussagenmenge wabhr ist.

Was Menschen iiber die Welt wissen, was sie fiir wahr halten, wird in der Regel
nicht unzusammenhéngend und unsystematisch irgendwo abgelegt, sondern lern-
bar, mit einer Argumentationsstruktur im Hintergrund und moglichst 6konomisch:
als Theorie. Aus der Sicht der Logik sind Theorien Satzmengen, die deduktiv ab-
geschlossen sind — wenn Aussagen zu einer Theorie gehoren, dann gehort das,
was man aus den Aussagen logisch erschlieBen kann, ebenfalls zur Theorie. Die
Bedeutung von ,logisch erschlieen ist der Gegenstand dieses Abschnitts. Es
wird zunichst definiert, was ein Beweis ist und es wird sich spiter zeigen, daf} ge-
nau die logisch wahren Aussagen voraussetzungslos beweisbar sind. Danach wird
geklart, was eine Ableitung aus einer Formelmenge ist und wie Ableitungen und
Beweise zusammenhéngen. Das Mittel der Wahl ist der axiomatische Aufbau der
Pridikatenlogik: Einige Formeln werden ausgewihlt, aus denen nach bestimmten
Regeln geschlossen werden darf.

1.2.1 Axiome und SchluBregeln

Ein Axiom ist jede Formel, die die Form eines der folgenden Axiomenschemata
hat:

Al AD (BDA)
A2 AD(BDC)D(ADBD(AD(Q))
A3 ~BD>~AD(ADB)

A4 ViA D Ai/j, wobei Ai/j das Resultat der Substitution aller freien Vor-
kommen von 7 in A durch die Variable oder Konstante j ist und kein freies
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Vorkommen von 7 durch die Substitution zu einem gebundenen Vorkommen
von j wird®.

A5 Vi(A D B) D (A D ViB), wobei i in A nicht frei vorkommt.
Beispiel 7

Zu den Axiomen des Systems gehoren beispielsweise die Formeln

Al: Py) 5 ~Q(y) D (~~P(2) D (P(y) > ~Q(y)))
A4: Vz(P(x) D (Q(z) D ~VzP(z)) D (P(x) D Vz(Q(2) D ~VzP(z)))

Die beiden einzigen Regeln des Systems sind die Abtrennungs- und die Generali-
sierungsregel:

MP A5 B Gen
A A
— 5 ViA

Theoreme im System sind Formeln, die mit Hilfe der Regeln aus den Axiomen
erhalten werden konnen:

Definition 10

Ein Beweis einer Formel A ist eine endliche Folge von Formeln, von denen jede
ein Axiom ist oder aus vorhergehenden Formeln der Folge nach einer der Regeln
gewonnen wurde und die mit der Formel A endet.

Ein Theorem ist eine Formel, fiir die es einen Beweis gibt.

Ob eine Formelfolge ein Beweis ist oder nicht 146t sich in jedem Falle effektiv
entscheiden: Fiir jeden einzelnen Schritt muf3 angegeben werden konnen, welches
Axiom gerade verwendet wurde oder aus welchen Zeilen durch Anwendung wel-
cher Regel die Zeile gewonnen wurde. Fiir ein und dieselbe Formel konnen selbst-
verstindlich verschiedene Beweise angegeben werden, jedoch kann eine Formel
nicht beweisbar und nicht beweisbar sein. Auflerdem kann man in Beweisen of-
fenbar bereits bewiesene Theoreme verwenden: Sei Ay, . .., A, eine Formelfolge,
die ein Beweis der Formel A,, bis auf die Formel A;, ist und sei A;, ein Theorem.
Dann 146t sich die Formelfolge in einen Beweis verwandeln, indem anstelle der
Formel Aj der komplette Beweis dieser Formel eingesetzt wird. Denn anschlie-
Bend geniigt die Formelfolge der Definition eines Beweises — alle Formeln sind
Axiome oder aus vorhergehenden nach den Regeln gewonnen und die letzte For-
mel ist A,,.

®Dies nennt man: j ist frei fiir eine Einsetzung in i
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Beispiel 8
Nicht alle Beweise sind wirklich schwierig:
1. Yx~P(z) D ~P(x) A4
2. (Vae~P(x) D ~P(z)) D (P(z) D ~Va~P(x)) Einsetzung in ein
aussagenlogisches Theorem
3. P(x) D ~Va~P(x) Abtrennungsregel aus 1,2
4. VazP(z) D P(x) A4

5. (VxP(z) D P(z)) D ((P(x) D ~Va~P(z)) D (VaP(z) D ~Va~P(x)))
Einsetzung in ein aussagenlogisches Theorem

6. YxP(x) D ~Vr~P(x) zweimal Abtrennungsregel

Unter der Voraussetzung, daf fiir die erwdhnten aussagenlogischen Theoreme de-
ren Beweise eingesetzt werden, ist die Formelfolge ein Beweis der Formel Nz P(x) D
~Vao~P(x)": Sie ist endlich, besteht aus Axiomen oder Formeln, die aus dariiber-
liegenden Gliedern der Folge nach den Regeln gewonnen wurde und endet mit der
zu beweisenden Formel.

Um beweisen zu konnen, sind an den Beginn der Beweise préadikatenlogische Tau-
tologien gesetzt worden:

Lemma 4
Alle Axiome sind allgemeingiiltige Formeln.

Beweis Die Axiome der ersten drei Gruppen sind Einsetzungen in aussagenlo-
gische Tautologien. Da die semantischen Regeln fiir Negation ~ und Subjunktion
D sich nicht von denen der Aussagenlogik unterscheiden, sind aussagenlogische
Tautologien und Einsetzungen in diese priadikatenlogisch allgemeingiiltig.

Angenommen, Axiom A4 ist nicht allgemeingiiltig. Dann gibt es ein Modell M
und eine Belegung v so, daf3

1. M,v }£EViA D A{i/j}, also
2. M,v =ViAund

"Diese Formel besagt: Was fiir alle gilt, gilt auch fiir einige.
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3. M,v [~ A{i/j}; dies heifit

4. fiir jedes v; gilt M, y; = A
Nun ist aber einer der Werte, den v;(7) durchlaufen muf}, der Wert den v(j) bzw.
Z(j) annimmt. Mit diesem Wert 148t sich ein Widerspruch herbeifiihren. Also ist
A4 allgemeingiiltig.
Angenommen, Axiom AS5 ist nicht allgemeingiiltig. Dann gibt es ein Modell M
und eine Belegung v so, daf

1. M,v £ Vi(A D B) D (AViB), also

2. M,v E=Vi(A D B)und

3. M,v [~ ADViB;also

4. M,v = Aund

5. M, v [~ ViB, dies heilit

6. fireiny; M, v; |~ B

7. da auch gilt: fur alle v; M,v; = AD B

146t sich ein Widerspruch fiir den Wert konstruieren, der B nicht erfiillt sein 146t.
Diese Belegung dndert nicht an der Erfiillung von A, da ¢ nicht in dieser Formel
vorkommt.

Die Regeln vererben die Eigenschaft, in einem Modell bei jeder Belegung erfiillt
zu sein: Wendet man sie auf solche Aussagen an, dann ist das Ergebnis der An-
wendung eine Formel mit derselben Eigenschaft:

Lemma S
Die Regeln MP und Gen erhalten die Eigenschaft, in einem Modell bei jeder Be-
legung erfiillt zu sein.

Beweis Die Abtrennungsregel 146t es wegen der semantischen Definition der
Subjunktion (vgl. Definition 5) nicht zu, dal eine Belegung in einem Modell B
nicht erfullt, aber A O B und A.

Fiir die Generalisierungsregel wurde das Lemma bereits bewiesen — vgl. Satz 1.
Jeder Beweis einer Formel A ist eine Formelfolge, die aus Axiomen und Anwen-

dungen der Regeln auf vorhergehende Formeln besteht. Damit hat jedes Theorem
die Eigenschaft, in jedem Modell bei jeder Belegung erfiillt zu sein:



20 KAPITEL 1. DIE PRADIKATENLOGIK ERSTER STUFE

Satz 6
Jedes Theorem ist allgemeingiiltig.

Beweis Der Beweis ist eine Induktion iiber die Linge des Beweises mit Hilfe
der eben bewiesenen Lemmata 4 und 5.

1.2.2 Die Ableitbarkeitsbeziehung

Beweise sind nicht nur verhéltnisméBig schwierig zu fiihren, in der Wissenschafts-
praxis wird selten allein aus logischen Axiomen geschlossen. Statt dessen verwen-
det man Primissen, das heillt Formeln, die Weltwissen ausdriicken und aus denen
wahrheitserhaltend auf andere Aussagen geschlossen werden soll. Was aber heif3t
hier ,,wahrheitserhaltend*“? Wenn die Pramissen gemeinsam in einem Modell bei
einer Belegung erfiillt sind, dann soll auch die Schlu3folgerung bei dieser Bele-
gung in diesem Modell erfiillt sein. Offenbar gibt es bei dieser Forderung Schwie-
rigkeiten mit der Generalisierungsregel, denn wie bereits im Zusammenhang mit
Satz 2 gezeigt wurde, erhilt diese Regel die geforderte Eigenschaft nicht. Sie wird
entsprechend eingeschrinkt:

Definition 11

Eine Ableitung der Formel B aus den Annahmen A, . .., A, ist eine endliche Fol-
ge von Formeln, von denen jede ein Axiom oder eine Annahmeformel A4, ... A,
oder aus vorhergehenden Formeln nach einer der Regeln gewonnen worden ist,
wobei nur iiber Variablen generalisiert werden darf, die nicht frei in den Annah-
meformeln vorkommen, und die auf die Formel B endet.

Fiir Ableitungen der definierten Art schreiben wir Ay, ..., A, = B. Wesentlich an
dieser Definition ist, da} die Ableitung fiir endlich viele Primissen definiert ist,
auch der Begriff der Ableitung garantiert, dall von jeder Formelfolge entschieden
werden kann, ob sie eine bestimmte Ableitung ist oder nicht. Weiterhin ,,greift*
die Einschrinkung: Generalisiert werden darf nur noch iiber (freie) Variablen, die
aus Axiomen stammen (und hier erhilt die Regel die Giiltigkeit bei jeder Bele-
gung) oder bei denen der Allquantor vorhanden war und iiber eine Anwendung
von A4 beseitigt wurde. Auch in diesem Falle ist die entsprechende Aussage bei
jeder Belegung dieser Variablen im Modell giiltig und diese Eigenschaft wird ja
erhalten.

Beispiel 9
Die folgende Formelfolge ist eine Ableitung von Yz (P(x) D R(x)) aus der For-
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melmenge {Vz(P(z) O Q(z)),Vz(Q(z) D R(x))} (Vz(P(z) D Q(z)), Vz(Q(z) D
R(z)) F Va(P(z) O R(z))):

1. Va(P(z) 5 Q(z)) Annahme

2. V2(Q(z) O R(x)) Annahme

3. Va(P(z) D Q(z)) O (P(z) D Q(x)) A4

4. Y2(Q(z) > R(z)) D (Q(z) D R(x)) A4

5. P(z) > Q(x) MP

6. Q(z) O R(z) MP

7. l(fgsfc)hfs %25 ((Q(z) > R(z)) > (P(z) > R(x))) aussagen-
8. P(z) D R(x) zweimal MP

9. Va(P(z) O R(z)) Gen

Die Generalisierungsregel durfte im letzten Schritt angewendet werden, da die
Variable x nicht frei in den Annahmeformeln vorkommt. Man beachte, daf3 die
Variable in den Annahmeformeln vorkommt (aber nicht frei) und sogar frei in den
verwendeten Axiomen vorkommt (aber nicht in den Annahmeformeln).

Was genau ist denn eigentlich gezeigt worden, wenn eine Ableitung durchgefiihrt
wurde? Es ist gezeigt, dal wenn man die Annahmen akzeptiert, man die Schluf3-
folgerung mit rein logischen Mitteln erhalten kann. Dann sollte der Satz, der aus-
driickt, dal wenn die Primissen gelten auch die Schlu3folgerung gilt, ein logisch
wahrer sein. Dies ist auch der Fall, wie aus dem folgenden Satz tiber den Zusam-
menhang bestimmter Ableitungen folgt:

Satz 7 (Deduktionstheorem)
Wenn Ay, ..., A, - B,soA,...,A,_1F A, DB.
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Beweis Ai,..., A, I Bistlediglich eine Bezeichnung fiir eine Formelfolge, sei
dies die Folge C', ..., C™, wobei C, ... C™ der Definitionvon Ay, ..., A, - B
geniigt: Jede der Aussagen C*,...,C™ ist entweder ein Axiom, oder eine der
Formeln Ay, ..., A, oder aus vorhergehenden nach den Regeln gewonnen (wobei
Gen eingeschrinkt ist) und C™ ist B. Es wird nun gezeigt werden, daB fiir jedes
1 < k < m die Formel A,, D C* aus A, ..., A,_; ableitbar ist. Das Beweisver-
fahren ist eine Induktion iiber die Lidnge der Ableitung A;,..., A, 1 F A, D B:

Fiir den Induktionsanfang betrachten wir die Formel C. Da diese Formel die erste
in der Ableitung ist, kann sie nicht aus vorhergehenden nach Regeln gewonnen
worden sein. Also:

Ajoder ... oder A,,_; eine Annahmeformel, aber nicht A,,
O st A,
Al oder ... oder A5 ein Axiom

Die Fille werden nacheinander betrachtet:

Sei C'! eine der Annahmeformeln A; mit ¢ # n. Dannist Ay,..., A, F A, D
C' die folgende Formelfolge:

1. A; (Annahmeformel)
2. A;D (A, D A) (A1)

3. A, DA (MP)

Sei C! die Formel A,,. Dannist A, ..., A,_; = A, D C* die folgende Formel-
folge:

1. A, DA, (Theorem der Aussagenlogik)

Sei C'! eines der Axiome Aimiti = {1,2,3,4,5}. Dannist A;,..., A, 1 - A, D
C! die folgende Formelfolge:

1. Ai (Axiom)
2. AiD (4, D Ai) (A1)

3. A, DAi (MP)
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Fiir den Induktionsschritt wird vorausgesetzt, dal} fiir alle Formeln mit einer klei-
neren Nummer als & gezeigt wurde, dal sie aus A, ..., A, ableitbar sind. Es
wird gezeigt, daB dann, unter dieser Voraussetzung, auch A, ..., A,_; - C* gilt.
Da C* Glied der Formelfolge A, ..., A, F B ist, gilt

Ajoder ... oder A,,_; eine Annahmeformel, aber nicht A,,
A,
C* ist Al oder ... oder AS ein Axiom
aus C* O C* und C! nach MP
aus C' nach Gen

Fiir den Nachweis, daB A;,..., A,_; - A, D C* miissen wieder alle Fille durch-
gesehen werden. Die ersten drei unterscheiden sich nicht vom Induktionsanfang,
so dal} nun allein die Regelanwendungen betrachtet werden:

Sei C* aus C' O C* und C' nach der Abtrennungsregel gewonnen. Dann haben
diese Formeln einen kleineren Index als C* und nach Induktionsvoraussetzung
gilt:

Ay A FAD(C'DCY und Ay, A, FA,DC
Dann ist die folgende Formelfolge die gesuchte Ableitung:
1. A, D (C'>CH) (ableitbar aus A, ..., A,_1)
2. A, D (! (ableitbar aus Ay, ..., A,_1)
3. A, D (C'DC*) D> (A, DC' D (A, DCF) (A2)
4. A, D C* (2mal MP)

Sei C* aus C' mit Hilfe der Generalisierungsregel gewonnen. Dann hat letztere
einen kleineren Index als C* und nach Induktionsvoraussetzung gilt:

Ay, Ay A, D

und C* ist ViC" fiir irgendeine Variable i, die wegen der Beschrinkung der Ge-
neralisierungsregel nicht in den Formeln A, ..., A,, vorkommt. Dann ist die fol-
gende Formelfolge die gesuchte Ableitung:

1. A, > (C! (ableitbar aus Ay, ..., A,_1)
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2. Vi(A, D CY (1 kommtin Ay, ..., A,_; nicht vor)
3. Vi(A, D CY > (A, D ViCh) (A5, i kommt in A,, nicht vor)
4. A, D CF (MP)

Damit ist das Deduktionstheorem bewiesen.

Die Umkehrung des Deduktionstheorems, wenn A;,..., A, 1 F A, D B so
Ay, ..., A, F B, gilt offensichtlich wegen der Abtrennungsregel. Da die Ableit-
barkeitsbeziehung transitiv® ist, ist eine Formel A; D (A D (... D (A, D
B)...)) genau dann beweisbar, wenn B aus A,,..., A, ableitbar ist. Anstelle
von Beweisen konnen also bestimmte Ableitungen aus Annahmeformeln gefiihrt
werden.

1.3 Korrektheit

Warum sind die Axiome und Regeln so gewihlt worden, wie sie weiter oben
aufgeschrieben sind? Mit welcher Rechtfertigung behaupten wir, dal (priadika-
tenlogisches) Schliefen gerade mit diesen Axiomen und Regeln zu geschehen
hat? Die Axiome und Regeln der Pridikatenlogik garantieren, dal Schlieen aus
wahren Aussagen wieder auf wahre Aussagen fiihrt: Wird in den deduktiven Me-
chanismus ein Satz wahrer Voraussetzungen eingespeist, dann kann man sich
auf die Wahrheit der Resultate verlassen. Eine giiltige Ableitungsregel der Form
Aq,..., A, - B besagt selbstverstindlich nicht, dal die Aussagen Aq,..., A,
(gemeinsam) wahr seien, oder da3 B wahr wire. Dal} die axiomatisch aufgebaute
Pridikatenlogik in diesem Sinne korrekt ist, wird iiber einen Zusammenhang von
Ableitbarkeit und Implikation gezeigt: Per Ableitbarkeit wird Giiltigkeit in einem
Modell iibertragen.

Zuniachst aber wird die Ableitbarkeit aus einer endlichen Primissenmenge auf
eine ein beliebige Menge von Primissen verallgemeinert:

Definition 12
K F A genau dann, wenn es eine Menge von Aussagen A, € K, ... A, € K so
gibt, daf3 Aq,... A, F A.

8Das Deduktionstheorem kann mehrfach nacheinander angewendet werden, solange Annah-
meformeln vorhanden sind. Wegen der Transitivitit gilt beispielsweise: Wenn Ay, ..., A, F B,
soAy,...,A,_1+H A, D Bundwenn A,..., A, 1A, DBsoA,....,A, oA, 1D
(A, D B); also gilt wenn Ay,..., A, - B,so Ay,..., Ao+ A,_1 D (A, D B) —und dies
setze man fort.
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Ableitbarkeit aus einer beliebigen Menge heifit also nichts anderes, als Ableitbar-
keit aus einer endlichen Untermenge.

Definition 13
Ein deduktives logisches System heif3it korrekt beziiglich einer Semantik, wenn fiir
beliebige Satzmengen K und eine beliebige Aussage A gilt:

Wenn K F A, dann K = A

Satz 8
Der vorgestellte axiomatische Aufbau der Prdidikatenlogik ist korrekt beziiglich
der angegebenen Semantik.

Da bereits gezeigt wurde, dal jedes Theorem Tautologie ist, kann eine einfa-
che Beweisvariante gewihlt werden:

Beweis Sei K - A, dann gibt es nach der Definition 12 einer Ableitung aus
einer Menge eine endliche Untermenge von Annahmen, aus denen A ableitbar ist:

A, AL FA
Nach dem Deduktionstheorem 7 ist die Formel
A D (A D(...D(ADA)..)

ein Theorem. Nach dem Satz 6 ist diese Formel auch allgemeingiiltig, das heif3t,
erfiillt in jedem Modell bei jeder Belegung:

MEA DA D(...D (A, D A)...)) fiir jedes M
Nach der Definition der Subjunktion in Definition 5 heil3t dies
M £ Ajoder ... oder M [~ A, oder M = A fiir jedes M

Fiir jedes Modell gilt also, wenn alle Primissen im Modell giiltig sind, dann auch
die SchluB3folgerung:

Fiir alle M, wenn M | Ay,... M E A,, dann M = A

Wenn M aber alle Aussagen aus K giiltig werden 146t, dann auch A;,..., A, —
also:

Wenn M = K, dann M = A

und dies ist die Definition der Implikation:

KEA
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1.4 Konsistenz und w-Vollstandigkeit

1.4.1 Die Begriffe

Konsistenz heifit Widerspruchsfreiheit: Eine Menge heif3t konsistent, wenn man
keinen Widerspruch aus ihr ableiten kann. Eine maximal konsistente Menge ist
im angegebenen Sinne widerspruchsfrei und enthilt auBerdem alle Formeln, die
man unter Beibehaltung der Widerspruchsfreiheit zu der Menge hinzufiigen kann.
Konsistente Mengen konnen, wie gleich gezeigt werden wird, ,,maximalisiert*
werden.

Definition 14
Eine Menge K von Formeln heifit inkonsistent, wenn es eine Formel A so gibt,
daf K- Aund K+ ~A.

K ist konsistent, wenn K nicht inkonsistent ist.

Eine Formel A heif3t konsistent (inkonsistent) mit einer Formelmenge K, wenn die
Menge K U { A} konsistent (inkonsistent) ist.

Eine Formelmenge K heifit maximal konsistent, wenn K konsistent ist und keine
Formel konsistent mit K ist, die nicht Element von K ist.

Mit dem Begriff der w-Vollstdndigkeit versucht man ein Problem zu fassen, wel-
ches in der Philosophie der Mathematik eine gro3e Rolle gespielt hat. Oben, auf
Seite 8, wurde bereits darauf hingewiesen, dafl der Allquantor auf alle Objekte
des Gegenstandsbereiches Bezug nimmt — unabhéngig davon, ob sie benannt sind
oder nicht. Fiir einen verneinten Allquantor kann man folgende semantische Regel
erhalten:

M, v |= ~ViA genau dann, wenn es eine Belegung v; so gibt, da M, v; = ~A
(vgl. Definition 5).

Das heif3t aber nicht, dal man in jedem Falle auch eine Aussage A[; mit einer
Konstanten j hitte, fir die gilt: M, v = ~Al .

Das semantische Prinzip legt dies aber intuitiv nahe. Wenn die Allaussage
nicht stimmt, kann man dann nicht ein Objekt auswéhlen und der freien Varia-
blen so zuordnen, da3 die Negation der Aussage im Wirkungsbereich des Quan-
tors nicht erfiillt wird? Und kann man dann nicht sozusagen ,,riickwérts* diesem
Objekt eine Individuenkonstante (einen Namen) so zuordnen, dafl deren Interpre-
tation mit der Belegung der Variablen zusammenfillt? Es ist die Idee des Gegen-
beispiels.
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Beispiel 10

Nehmen wir an, nicht alle Ereignisse aus Beispiel 1 sind determiniert. Dann er-
warten wir, daf3 man in der Menge der Ereignisse eines aufzeigen kann, daf3 nicht
in die Menge der determinierten fdllt. Kurz: Es gibt ein indeterminiertes Ereig-
nis. Allerdings konnen wir unter Umstdnden kein Ereignis nennen, welches nicht
determiniert ist — schlicht weil das indeterminierte Ereignis keinen Namen hat.

Man kann, generell, nicht. Die w-Vollstandigkeit fordert genau diese Gegenbei-
spiele. Jede negierte Allaussage in einer w-vollstindigen Menge wird in der Men-
ge durch ein Gegenbeispiel begleitet.

Definition 15
Eine Formelmenge K heifit w-vollstindig, wenn sie mit jeder Aussage ~'iA auch
eine Aussage ~A| " enthiilt.

Da wir den Satz beweisen wollen, dall jede konsistente Menge erfiillbar ist,
werden wir uns um folgende Zwischenschritte bemiithen. Wir wollen zeigen, daf3
man jede konsistente Menge zu einer maximal konsistenten und w-vollstindigen
Menge erweitern kann: Die entsprechenden Formeln werden einfach hinzugefiigt.
Dann wird fiir die erweiterte, konsistente und w-vollstindige Menge ein Modell
angegeben, in dem diese erfiillt ist. Da alle Formeln der Ausgangsmenge unter de-
nen der konsistenten und w-vollstindigen Menge sind, ist jedes Modell fiir letztere
auch ein Modell fiir die Ausgangsmenge — sich ist also erfiillbar.

Im folgenden Beweis werden wir von Satzmengen ausgehen, das heilit, von Men-
gen von Aussagen ohne freie Vorkommen von Individuenvariablen. Aufgrund von
Satz 3 konnen wir das: Haben wir in der Ausgangsmenge freie Vorkommen von
Individuenvariablen, so ersetzen wir diese an allen Stellen durch neue Individuen-
konstanten (wobei untereinander verschiedene Variablen durch verschiedene Kon-
stanten ersetzt werden). Nach dem zitierten Satz ist die Ausgangsmenge erfiillbar,
wenn die Substitutionsmenge erfiillbar ist und umgekehrt.

1.4.2 Das zentrale Lemma

Satz 9
Jede konsistente Menge ldf3t sich zu einer maximal konsistenten und w-vollstindigen
Menge erweitern.
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Dieser Satz besagt, daB man konsistente Mengen erweitern kann, indem man
,passende und ,,fehlende* Formeln hinzufiigt. Die so erweiterten Formelmen-
gen, wird gezeigt werden, besitzen einige niitzliche Eigenschaften, so dal man
anschlieBend fiir solche Formelmengen leicht ein Modell aufzeigen kann. Da die
Ausgangsmenge in der maximal konsistenten und w-vollstindigen Menge enthal-
ten ist, ist dieses Modell auch ein Modell der Ausgangsmenge. Das ist aber gerade
der Punkt, der fiir den Vollstindigkeitsbeweis gebraucht wird.

Der Satz wird bewiesen, indem zwei miteinander verwobene Prozeduren ange-
geben werden, mit denen parallel die zur Maximalitit und die zur w-Vollstindigkeit
fehlenden Formeln aufgefiillt werden. Der Beweis ist nicht konstruktiv, so ist ins-
besondere nicht klar, wie iiberpriift werden soll, ob eine Menge nach dem Hinzu-
fligen einer bestimmten Formel noch konsistent ist oder nicht. Im Grunde geht es
um folgende Idee:

Man numeriere alle Formeln, so dal man von der ersten, zweiten, usw. Formel
sprechen kann.’ Dann betrachte man die aufzufiillende Menge und alle Formeln
nacheinander: Ist die Menge nach dem Hinzufiigen der ersten, zweiten, usw. For-
mel noch konsistent, so wird die Formel hinzugefiigt und mit der ndchsten wei-
tergemacht. Ist die Menge nicht konsistent, dann bleibt es bei der Menge, nichts
dndert sich und man geht zur nichsten Formel iiber. Wenn man einmal ,,durch* ist
(das ist eine Abstraktion, die iiber eine Vereinigung aller solcher Mengen realisiert
wird), setzt der zweite Prozef} ein: Fiir jede einzelne negierte Allaussage in der
Menge wird eine neue Konstante gefunden und ein ,,Gegenbeispiel mit ihr zur
Allaussage hinzugefiigt. Nun ist durch die Spracherweiterung die Chance gege-
ben, auch andere Aussagen mit der neuen Individuenkonstanten zu bilden, und so
werden nach Beendigung des Gegenbeispiel-Hinzufiigens alle Aussagen wieder
darauf iiberpriift, ob man sie konsistent zur — nun erweiterten — Menge hinzuftigen
kann. Der Ausgangsprozef3 beginnt von Neuem, wird zu Ende gefiihrt und neu-
erlich mit einem Anlaufen der zweiten Prozedur mit wiederum neuen Konstanten
fortgesetzt ...und dies bis zum Schluf. Neben der Beschreibung der Prozeduren
besteht die eigentliche Schwierigkeit nur darin, dal Konsistenz, Maximalitit und
w-Vollstidndigkeit auch nachgewiesen werden miissen.

Wir definieren eine Reihe von Mengen K" und H" im Anschluf} an eine konsis-
tente Menge K und eine Ordnung von Aussagen A, ..., A,, .. .. Dabei gilt fiir die

9Die Formeln erhalten ihre Numerierung in einer Sprache, in der bereits alle im Prozel} beno-
tigten Konstanten sind. Auf jeder Stufe der Prozedur werden aber allein die Formeln betrachtet,
die mit den gerade zur Verfiigung stehenden Konstanten gebildet werden konnen.
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Mengen H!" und H;**! und K" und K}*™', daB in letzteren Aussagen mit allen
Individuenkonstanten aus ersteren und einige mit weiteren vorkommen. Woher
die Individuenkonstanten stammen, wird durch einen zweiten Index verdeutlicht:
Ji, heiBt: die k-te Konstante der I-ten Mengenschicht.

Definition 16
1. K8 =K

5 KM K" falls K" U { A, } inkonsistent ist
ool KPU{AY  falls KM U { A, } konsistent ist

3. HY = UK  fiirallel

H falls die m-te Formel von HY, nicht ~ViA ist

4. H™! = ;
n { HYUA[l" ansonsten

5. Kitt=UH!,  fiirallel
6. K =KL, UUH™ fiirallel,k,mundn

Kiinftig werden die nach dieser Definition gebildeten Formelmengen einfach mit
K" bezeichnet, damit sind sowohl die nach der ,Maximalititsregel* (Punkt 2
der Definition) als auch die nach der ,,w-Vollstindigkeitsregel* (Punkt 4 der De-
finition) gebildeten Mengen gemeint. Wesentlich an dieser Definition ist, daB die
Ausgangsmenge K in allen Mengen K" enthalten ist und daf3 jede Menge K" in
den Mengen K*! und K", ist.

Beispiel 11

Sei K die Menge {VxP(x),Q(b,a)}. Dies ist dann auch K. Sei aufgrund der
speziellen Numerierung die Formel R(a) die erste zu iiberpriifende Formel. Es
zeigt sich, da K U {R(a)} nicht inkonsistent ist, so ist dies (ncimlich die Menge
{VzP(x),Q(b,a), R(a)}) die Menge K¢ und man betrachtet die néichste Formel.
Dies sei — um des Beispieles Willen — die Formel ~Q(b,a). K{ U {~Q(b,a)}
ist inkonsistent und so ist K die Menge K\ (nimlich immer noch die Menge
{VzP(x),Q(b,a), R(a)}). Dieser Prozefs wird fortgesetzt, solange noch Formeln
zu iiberpriifen sind. Danach werden die Mengen K fiir alle i vereinigt und das
Ergebnis ist H). Nun werden alle Formeln daraufhin iiberpriift, ob sie die Form
~YiA haben. Die erste Formel hat diese Form nicht (das ist schlieflich R(a)), also
ist H), = HY. Sei, wiederum um des Beispieles Willen, die dritte zu iiberpriifende
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Formel die Formel ~Nxz(R(x) A\ P(b)). Dann wird zur Formelmenge ein ,, Gegen-
beispiel “ hinzugefiigt: H3 = H3U{R(c31) A P(b)}. Beachten Sie: H} verriit mit
dem oberen Index, daf die 3. Formel betrachtet wird, c3; verriit, daf3 es sich um
die dritte Konstante handelt, die zur 1. Mengenschicht (iiber der Ausgangsmen-
ge) gehort. Dieser Prozefs wird fortgesetzt, solange Formeln zu iiberpriifen sind.
Danach wird die Vereinigungsmenge iiber alle Formeln H}, gebildet und mit K}
bezeichnet. In dieser Menge sind neue Formeln enthalten, da die Individuenkon-
stanten der ersten Schicht dazugekommen sind. Also beginnt der gesamte Prozefs
von vorn, immer wieder . .. bis schlieflich alle gebildeten Mengen zu K* vereinigt
werden.

Lemma 10
K" ist konsistent.

Beweis Angenommen, K ist nicht konsistent. Dann gibt es eine Folge von
Aussagen A!, ... A" aus K¥ so,daB gilt A',..., A"+ Bund A',... A" F ~B.
Eine der Formeln A', ..., A" hat die hchste Nummer in der in Definition 16 vor-
ausgesetzten Aufzidhlung der Formeln. Es gibt also eine Menge K" so, daf3 alle
Formeln aus A', ... A" bereits in ihr enthalten sind und damit ist auch K" be-
reits inkonsistent.

Die Menge K" kann aufgrund der Schritte 2 oder 4 aus Definition 16 ge-
bildet worden sein. Nach Schritt 2 kann sie nicht entstehen, denn es entstehen
nur konsistente Mengen — entweder bleibt die Menge, wie sie ist (konsistent, da
K konsistent ist), oder sie wird erweitert. Eine Erweiterung geschieht aber nur
mit Formeln, die konsistent mit der Ausgangsmenge sind. Also kann /K" unter
der Voraussetzung der Inkonsistenz von K“ nur nach Schritt 4 entstehen. Dann
kann vorausgesetzt werden, da3 K™ durch Hinzufiigen einer Formel ~A| jnf,n aus

K lm_l gewonnen wurde. Also gilt:

K tu{~Al Y EB
KM tu{~Al Y E~B

Kl Al ; an 5B Deduktionstheorem
K™ ~A| ]an S5 ~B Deduktionstheorem
Kl'rn—l - A ; Wzn Priadikatenlogik
Klm—l F A(ig) Umbenennung in eine neue Variable

K™ VigA(iy) Priidikatenlogik



1.4. KONSISTENZ UND w-VOLLSTANDIGKEIT 31

In K} — und damit auch in K"~ " ist aber ~Vi, A(i},) (besser gesagt, diese Formel
mit einer anderen Variablen anstelle von 7;'?), und so ist K lm_l inkonsistent.

Wir haben also:
1. Die Menge K, das ist K, ist konsistent.
konsis-

2. Wenn eine Menge K" konsistent ist, so sind auch K;"*! und K"
tent'".

3. Da damit keine der Mengen K" inkonsistent ist, kann auch K“ nicht in-
konsistent sein.

Lemma 11
K% ist maximal.

Beweis Wire K nicht maximal, gibe es eine Formel A die konsistent mit die-
ser Menge aber nicht Element dieser Menge ist. Da A in der vorausgesetzten Auf-
zidhlung eine Nummer besitzt, gibt es eine Menge K, beziiglich der auf einem
gewissen Schritt nach Punkt 2 von Definition 16 die Entscheidung gefallen ist,
ob A hinzugefiigt werden soll oder nicht. Da A konsistent mit K* ist, ist A auch
konsistent mit K" und also hinzugefiigt worden. Dann ist A auch Element von
K.

Lemma 12
K¥ ist w-vollstindig.

Beweis Wire K nicht w-vollstindig, wiirde es eine negierte Allaussage ohne
,,Gegenbeispiel“ enthalten. Wie im Beweis oben kann argumentiert werden, daf3
die negierte Allaussage auf irgendeinem Schritt nach Punkt 4 von Definition 16
erscheint und die Aussage mit der neuen Konstanten hinzugefiigt wird. Dann ist
sie auch in K*.

0Reines Umbenennen von quantifizierten Variablen spielt fiir die Ableitbarkeitsbeziehungen
keine Rolle.
"'Genauer — es wurde die Kontraposition gezeigt
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1.4.3 Eigenschaften maximal konsistenter und
w-vollstindiger Mengen

An dieser Stelle soll der elegante Trick der Beweisfiihrung auf informale Wei-
se verraten werden: Die maximal konsistenten und w-vollstindigen Mengen sind
so konstruiert, dal mit der Wahrheit der vorkommenden priadikativen Aussagen
auch alle anderen Aussagen in der Menge wahr werden. Da sich die pridikati-
ven Aussagen, die Pridikatformeln, aber nicht widersprechen, kann man ihnen
eine gemeinsame Wahr-Interpretation zuschreiben — und damit ist plotzlich je-
de der Aussagen in der Menge wahr. Damit sind natiirlich auch alle die Aus-
sagen wahr, die Element der Menge sind, aus der die maximal konsistente und
w-vollstindige Menge iliberhaupt gebildet wurde. Man hat also ganz praktisch ge-
zeigt, daB3 die Aussagen einer konsistenten Menge alle gemeinsam wahr sein kon-
nen, was durchaus auch intuitiv einleuchtend ist. Um dies alles aber zeigen zu
konnen, bendtigt man einige Eigenschaften, auf die dann weiter unter zuriickzu-
kommen ist.

Lemma 13
Sei K eine maximal konsistente und w-vollstindige Formelmenge.

Fiir jede Formel A gilt: A € K“ oder ~A € K aber nicht beide.

Beweis A und ~A sind nicht beide in K*“, denn wiiren sie es, so wire K in-
konsistent.

A und ~A sind nicht beide nicht in K wie aus folgender Uberlegung folgt: In
der fiir Definition 16 auf Seite 29 vorausgesetzten Numerierung der Formeln hat
eine der beiden Formeln A oder ~A die hohere Nummer. Nennen wir diese A2
und die andere A (also entweder ist A% die Negation von A oder A' ist es und die
jeweils andere ist A). Die Formel A% wird irgendwo im ProzeB nach Definition 16
daraufhin iiberpriift, ob sie konsistent mit der gerade vorliegenden Menge K" ist
—und verworfen (sonst wire sie in K*). Da die Nummer von A' kleiner ist als die
von A2, ist A! bereits verworfen worden. Es gilt also:

K™ U {A?} - inkonsistent weil sonst nicht verworfen
es gibt ein B so, dal3: wegen Inkonsistenz
Kru{A?} B
KmuU{A*} - ~B
K™ ~A? Deduktionstheorem, Aussagenlogik
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Nun ist aber — weil frither tiberpriift und auf dieser fritheren Stufe bereits wegen
Inkonsistenz verworfen — auch A' inkonsistent mit K", also gilt mit derselben
Argumentation auch K™ - ~A'. Da eine der beiden Formeln A' und A? die Ne-
gation der anderen ist, gilt das auch fiir deren Negationen und K" ist inkonsistent.
Dies ist im Widerspruch zur Voraussetzung.

Lemma 14
Eine Formel A O B ist genau dann Element einer maximal konsistenten w-
vollstindigen Menge, wenn A nicht Element oder B Element dieser Menge ist.

Beweis Angenommen, A O B ist Element einer maximal konsistenten w-voll-
staindigen Menge K. Angenommen weiterhin, da3 A Element von K und B nicht
Element von K ist. Dann ist ~B € K (wegen Satz 13) und damit aus K ableit-
bar. Mit A D B und A ist aber auch B aus K ableitbar, damit wire die Menge
inkonsistent, was der Annahme widerspricht.

Angenommen, A ist nicht Element oder B ist Element einer maximal konsistenten
w-vollstandigen Menge K. Angenommen weiterhin, daB A O B nicht Element
von K ist. Dann ist ~(A D B) € K (wegen Satz 13) und damit aus K ableitbar.
Es werden zwei Fille unterschieden: Ist A ¢ K, so ist ~A € K (wegen Satz
13) und damit aus K ableitbar. Dann ist auch A O B wegen ~A D (A D B)
ableitbar und K ist inkonsistent. Ist aber B € K, soist A D B wegen B D (A D
B) ableitbar und K ist inkonsistent. In jedem Falle ist K inkonsistent, was der
Annahme widerspricht.

Lemma 15
Eine Aussage Vi A ist genau Element einer maximal konsistenten w-vollstindigen
Menge K, wenn A| i Jiir alle Individuenkonstanten jy, ,, Element von K ist.

Beweis Angenommen, ViA ist Element von K und irgendein A| jwfn fiir ein jy,
ist es nicht. Dann ist ~A| jnin € K wegen Satz 13 und ableitbar, und A| jnf,n
ist ableitbar wegen ViA D A ]njn Dann ist K inkonsistent, was der Annahme
widerspricht.

Angenommen, Vi A ist nicht Element von K und alle A| wan fiir alle j,, ,, sind es.

Dann sind alle A jwf _ ableitbar. Da Vi A nicht Element von K ist, ist ~ViA € K
und damit gibt es wegen der Art, wie die Mengen K" definiert sind, eine Stelle, an
der fiir die negierte Allaussage ein Gegenbeispiel zur Menge hinzugefiigt wurde.



34 KAPITEL 1. DIE PRADIKATENLOGIK ERSTER STUFE

Diese Aussage der Form ~A| jnf . ist Element von K und daher ableitbar. Dann
ist K inkonsistent, was der Annahme widerspricht.

1.5 Vollstandigkeit

Maximal konsistente und w-vollstindige Mengen enthalten also niemals eine For-
mel mit ihrer Negation, aber eine von beiden, mit einer Subjunktion und dem
Vorderglied auch deren Hinterglied und wenn die Subjunktion nicht in der Menge
ist, dann sind Vorderglied und negiertes Hinterglied Element. AuBBerdem gehort in
eine solche Menge zu einer negierten Allaussage auch immer ein Gegenbeispiel
— und die Allaussage wird durch kein Gegenbeispiel widerlegt werden kdnnen.
Selbstverstandlich muf} eine solche Menge nicht erfiillt sein, aber nichts spricht
dagegen, daB} sie erfiillbar ist: Es ist nicht ausgeschlossen, daf} alle Aussagen ge-
meinsam durch ein Modell mit einer Belegung erfiillt werden. Fiir den Nachweis
der Erfiillbarkeit reicht es, ein konkretes Modell anzugeben: Gegenstandsbereich
und Interpretation sind anzugeben. Wir benétigen keine Belegung, denn wir be-
trachten allein Satzmengen (ohne freie Variablen)'2.

1.5.1 Das Modell
Satz 16

Jede maximal konsistente w-vollstindige Menge hat ein Modell.

Man kann sich die vorkommenden Individuenkonstanten als durchnumeriert vor-
stellen: Alle haben einen doppelten Index m,n (einen fiir die Schicht entspre-
chend dem Durchlauf nach Punkt 4 von Definition 16, einen fiir die Nummer in
der Schicht) und Paare von Zahlen kann man entlang der natiirlichen Zahlen ein-
eindeutig zuordnen'?.

Sei K eine maximal konsistente und w-vollstindige Menge. Dann betrachten
wir ein Modell (D, Z) fiir K, das folgendermaBen bestimmt ist:

Definition 17

1. D ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

2Die Sitze 3 und 1 rechtfertigen dies.
13Eine Moglichkeit ist die Funktion 3 (m? + 2mn + n? + 3m + n).
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2. (a) Fiir alle Individuenkonstanten j,, ,, ist Z(j, ) die durch die erwdhnte
Numerierung der Konstanten festgelegte Zahl.

(b) Fiir alle pridikativen Aussagen f*(jmy nys- - - Jmyny) st
Z(f*(Jmyngs - - - Jmpmy,)) genau dann erfiillt, wenn

fk(jm17n17 ot jmkynk) e K'

Zum besseren Verstindnis des Modells mache man sich klar, da nun alle Pri-
dikate als Eigenschaften und Relationen von natiirlichen Zahlen interpretiert sind,
alle namensartigen Ausdriicke Bezeichnungen natiirlicher Zahlen sind. Ein Pridi-
kat trifft auf ein entsprechendes Zahlentupel zu, wenn die entsprechende Aussage
in der maximal konsistenten und w-vollstindigen Satzmenge enthalten ist — an-
sonsten nicht. Das heif3t, die und nur die einfachen (priadikativen) Aussagen sind
im Modell erfiillt, die in der Satzmenge vorkommen. Das funktioniert, weil:

1. Wir betrachten keine Aussagen mit freien Vorkommen von Individuenvaria-
blen. Falls diese erfiillbar sind, gibt es auch fiir das Resultat der Substitution
der freien Vorkommen durch Individuenkonstanten ein Modell (vgl. Satz 3).

2. Mit der Bedingung

Z(f*(Jmymgs - -+ s Jmpmy,)) ist genau dann erfiillt, wenn

fk(jmhnl? e 7jmk7nk) S K

ist die Interpretation aller Pridikate genau festgelegt: (d;,, ..., d;,) € Z(f™)
genau dann, wenn es Individuenkonstanten j,,, x,, - - -, Jm, k. SO gibt, dal

I(jmhkl) = dil’ S 7I(jmn,kn = dln) und fk(jml,m’ <o 7jmk,nk> S K.

Sei M nun das eben in Definition 17 beschriebene Modell (D, 7). Um zu zei-
gen, da3 M ein Modell fiir fiir die maximal konsistente und w-vollstindige Menge
K ist, muB gezeigt werden, daB dieses Modell alle Formeln aus K erfiillt. Es muf
also nachgewiesen werden, daB gilt: Wenn A € K — und nur dann — gilt M |= A.
Dies geschieht in zwei Schritten: Der Satz gilt fiir atomare Formeln, und fiir je-
de komplexe Formel gilt der Satz, wenn er fiir ihre entsprechenden Konstituenten
gilt. Der nun folgende Beweis ist also eine Induktion {iber den Formelaufbau.

Beweis (Satz 16 beziiglich des Modells 17)

Induktionsanfang: Jede atomare Aussage ist genau dann im Modell M erfiillt,
wenn sie Element der Menge K ist, weil die Definition 17 des Modells M dies so
festlegt.
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Induktionsschritt: Angenommen, Satz 16 gilt fiir alle Aussagen der Art A, B, A| ;
(mit 7 und j als frei vorkommender Individuenvariable und Individuenkonstante
entsprechend) (Induktionsvoraussetzung IVor), dann gilt er auch fiir ~A, A D B
und Vi A.

Betrachten wir die Fille einzeln:

1. Sei die komplexe Formel eine Negation ~A.
Angenommen, M = ~A
dann M }£ A (wegen Def. der Neg.)
dann A ¢ K (wegen I'Vor)
dann ~A € K (wegen Lemma 13).

Angenommen M [~ ~A

dann M |= A (wegen Def. der Neg.)
dann A € K (wegen I'Vor)

dann ~A ¢ K (wegen Lemma 13).

2. Sei die komplexe Formel eine Subjunktion A O B.
Angenommen, M = A D B
dann M [~ A oder M = B (wegen Def. der Subj.)
dann A ¢ K oder B € K (wegen I'Vor)
dann A O B € K wegen Lemma 14.

Angenommen, M = A D B

dann M = Aund M (£ B (wegen Def. der Subj.)
dann A € Kund B ¢ K (wegen IVor)

dann A O B ¢ K wegen Lemma 14.

3. Sei die komplexe Formel eine Generalisierung Vi A.
Angenommen, M |= ViA
dann M |= A| ; fiir alle Individuenkonstanten j  (wegen Def. des Allqu.)
dann A| ; € K fiir alle Individuenkonstanten j (wegen I'Vor)
dann ViA € K (wegen Lemma 15)

Angenommen, ViA € K
dann A| J‘ € K fiir alle Individuenkonstanten j (wegen Lemma 15)

dann M = Al fiir alle Individuenkonstanten j (wegen I'Vor)
dann M = ViA (siehe Kommentar)
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Kommentar: Wiirde M = ViA nicht gelten, wiirde M, v; %= A fiir min-
destens ein v; gelten. Da v;(i) eine Zahl ist (ein Element aus dem Indi-
viduenbereich), diese aber einen Namen hat, gilte v;(i) = Z(j) fiir eine
Individuenkonstante j. Das wiirde M = A|? widersprechen.

1.5.2 Der Beweis der Vollstindigkeit

Gerade eben wurde gezeigt, dal jede maximal konsistente w-vollstandige Menge
ein Modell hat. Dies erlaubt es zu beweisen, daf} gilt:

Satz 17
Eine Menge ist genau dann konsistent, wenn sie ein Modell hat.

Beweis Sei die Menge inkonsistent, dann sind Formeln A und ~A ableitbar.
Dann impliziert die Menge diese Formeln auch wegen der Korrektheit, damit wiir-
de jedes Modell der Menge auch die beiden Formeln A und ~ A erfiillen. So ein
Modell gibt es aber nicht.

Sei die Menge konsistent, dann ist sie nach Satz 9 zu einer maximal konsisten-
ten und w-vollstandigen Menge erweiterbar, die die Ausgangsmenge ja enthilt.
Nach Satz 16 hat letztere ein Modell. Dieses Modell erfiillt auch jede Aussage der
Ausgangsmenge und ist damit auch Modell fiir diese.

Satz 18 Wenn K |= A, dann K - A.

Beweis Sei K = A,

dann ist K | J{~A} nicht erfiillbar,

hat also kein Modell

dann ist K | J{~A} inkonsistent nach Satz 17

dann gibt es eine Formel B so, daB K | J{~A} F Bund K| J{~A} - ~B
dann git KF~A D Bund KF~AD~B

und damit K - A.

Die Pridikatenlogik erster Stufe ist korrekt und (stark) vollstindig, Implikation
und Ableitbarkeit diirfen identifiziert werden.
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1.6 Die Folgen

Bewiesen wurde der sogenannte Adédquatheitssatz
KA~ KFA

und er fiihrt zu einigen auch philosophisch interessanten Weiterungen. Zunéchst
betrachten wir den Fall, daf} die Menge K leer ist. In diesem Fall ist die Ableitung
ein Beweis und die Implikation wird zur Behauptung, daf3 A in jedem Modell
erfiillt (tautologisch) ist:

Satz 19
FA — FA

Beweisbarkeit und (logische) Wahrheit fallen also fiir die Priadikatenlogik (ers-
ter Stufe) zusammen. Der Adédquatheitssatz besagt in einer ,,philosophischeren®
Sprache, daB} alle regelkonformen Schliisse wahrheitserhaltend sind und da@ jeder
wahrheitserhaltende Schluf3 regelgerecht ist.

Angenommen, eine Formelmenge hat ein Modell, dann ist sie konsistent. Eine
konsistente Formelmenge aber hat nach dem eben bewiesenen Theorem ein ab-
zdhlbar grofles Modell — eines mit der Menge der natiirlichen Zahlen als Tréiger-
menge.

Satz 20 (Lowenheim/Skolem)
Jede Menge mit einem Modell (jede konsistente Menge) hat auch ein abzdhlbar
grofies Modell.

Formelmengen interessieren uns nicht nur abstrakt, au8erhalb der Logik ist man
im allgemeinen an speziellen Formelmengen interessiert — denen beispielsweise,
die wahre Aussagen iiber die natiirlichen oder die reellen Zahlen, iiber Gruppen
oder uber Genkombinationen, uiber Elementarteilchen oder iiber Kauf- und Ver-
kaufstrategien an Borsen ausdriicken. Es ist sinnvoll anzunehmen, daf3 hier die
intendierte Interpretation jeweils die ist, die natiirliche Zahlen, Gene, Elementar-
teilchen oder Borsenhandlungen im Gegenstandsbereich haben und deren Eigen-
schaften entsprechend Eigenschaften von Gegenstinden dieser Art sind. Manche
solcher Theorien haben also eine intendierte Interpretation auf einem iiberabzihl-
baren Gegenstandsbereich, wie die Theorie der reellen Zahlen. Nichts desto trotz
haben auch diese Theorien, so sie konsistent sind, ein Modell in einem abzihlba-
ren Bereich!
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Fiir Ableitungen aus einer Menge ist — nach Definition 12 — klar, daf jede Ab-
leitbarkeit aus einer Menge eine Ableitung aus einer endlichen (Unter-) Menge
voraussetzt. Fiir Implikationen ist das nicht offensichtlich. Satz 18 erlaubt ein par-
alleles Resultat fiir Implikationen:

Satz 21 (Kompaktheit)
Wenn K |= A, dann gibt es Formeln Ay, ..., A, so, dafp A; € K fiiralle 1 < i <
nund Ay, ..., A, E A

Folgerung: Eine Menge hat genau dann ein Modell, wenn jede ihrer endlichen
Untermengen ein Modell hat.

Beweis Angenommen, K = A fiir ein K und ein A. Dann gilt auch K - A und
damit Ay, ..., A, F A fiir endlich viele Formeln A; aus K. Damit gilt nach der
Vollstindigkeit auch Ay,..., A, | A.

(Fiir die Folgerung) Wenn eine Menge ein Modell hat, so hat jede Untermenge
offensichtlich ein (ndmlich dieses) Modell.

Angenommen, eine Menge K hat kein Modell. Dann gilt fiir irgendeine Formel
A € K: K\{A} = ~A (schlieBlich gibt es entweder kein Modell fiir K\{A}
oder das Modell macht A unerfiillt). Nach der Kompaktheit gibt es eine endliche
Untermenge K’ von K\{A} so, da K’ |= ~A. Die Menge K’ U {A} ist dann
endlich, eine Untermenge von K und hat kein Modell.'*

Die Kompaktheit einer Logik spielt in ,,negativer” Hinsicht eine grofle Rolle:
Theorien sind in der Regel unendliche Satzmengen. Fiir die Inkonsistenz einer
Theorie ist es mit dem Kompaktheitssatz ausreichend zu zeigen, daf eine end-
liche Untermenge der Theorie kein Modell hat — und dies ist meist leichter zu
zeigen, als das Fehlen eines Modells fiir die Theorie im ganzen.

4Es ist nicht schwierig zu zeigen, daB der Kompaktheitssatz und seine Folgerung dquivalent
sind, hat man die Folgerung bewiesen, folgt auch die Kompaktheit.
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Kapitel 2

Variationen

2.1 Das natiirliche SchlieBBen

Mit der Pridikatenlogik sind zwei Formelklassen charakterisiert worden: die der
aus der leeren Menge ableitbaren Formeln (der Theoreme) und die der Formeln,
die in jedem Modell giiltig sind (die der Tautologien). Die Formelklassen fallen
zusammen, ein und dieselbe Klasse von Formeln wurde also auf verschiedene
Weise aus der Menge aller Formeln herausgegriffen. Die Formeln sind logisch
wabhr, dafiir aber auch uninformativ." Wenn vorhandenes Wissen systematisiert
werden soll, interessiert gerade nicht, welche Sitze unter beliebigen Interpreta-
tionen der vorkommenden nichtlogischen Termini gelten. Theorien sind, aus der
Sicht der Logik, Satzmengen, und Theoriebildung kann dann aus zwei Perspekti-
ven betrachtet werden: Aus welchen inhaltlichen Axiomen konnen die Sitze der
Theorie hergeleitet werden? Wie kann man die Modelle charakterisieren, in denen
alle Sédtze wahr sind?

IDer hier verwendete Begriff ,,uninformativ* kann korrekt gefait werden. Nimmt man an, daf3
man iiber das Erwerben von Informationen Alternativen einschrinken kann, dann sind logisch
wahre Aussagen uninformativ, da man keine bereits vorliegende Moglichkeit ausschlieBen kann.
Eine Aussage wie ,,Sokrates ist weise™ erlaubt es dagegen, alle moglicherweise vorliegenden Al-
ternativen auszuschlieffen, in denen Sokrates nicht weise ist. Dieses Verstindnis von Information
ist von Carnap und Bar-Hillel ausgearbeitet worden.

41
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2.1.1 Erweiterungen der Pridikatenlogik
Post-Vollstindigkeit

Kann man eine Logik eigentlich um weitere logische Axiome erweitern? Wie soll
man diese Frage liberhaupt verstehen? Das vorgestellte System ist korrekt und
vollstindig. Fragen wir nach den Formeln, die aus bestimmten anderen Formeln
abgeleitet werden konnen, dann werden diese auch von jenen impliziert.

Die Aussagenlogik ist Post-vollstindig, das heiit, da} das Hinzufiigen einer
Formel, die kein aussagenlogisches Theorem ist, als Axiom zu einer Axiomatik
der Aussagenlogik, diese widerspriichlich werden 1a8t. Was diese Eigenschaft be-
sagt, macht man sich am besten klar, indem man die Axiome und die Theoreme
eines Systems getrennt betrachtet:

Nehmen wir an, zu einer Menge von Axiomen der Aussagenlogik K# wird
eine nichtbeweisbare aussagenlogische Formel A;, die nicht kontradiktorisch ist,
hinzugefiigt. Dann ist die entstehende Menge K# U {A;} erfiillbar — und zwar
in all jenen Modellen erfiillt, in denen auch A; erfiillt ist (daB die Axiome in
allen Modellen erfiillt sind, haben wir bereits gesehen). Betrachten wir jedoch die
Menge der aussagenlogischen Konsequenzen aus K4 U{ A;}, das heiBt die Menge
aller Formeln B so, daB sie beweisbar im axiomatischen System K# U {4;} mit
Hilfe der Standard-SchluBiregeln sind, so ist diese Menge inkonsistent, hat kein
Modell.?

In diesem Sinne ist die Aussagenlogik sowohl arm als auch komplett — man
kann mir ihr allein verhdltnisméBig wenig anfangen. Allerdings kann man den
Bestand an Axiomen auch nicht erweitern, selbst wenn man bereit wire, dafiir
weniger Modelle zu betrachten. Die Prddikatenlogik kann man durch zusitzli-
che Axiome erweitern, sie ist also nicht Post-vollstindig. Formeln, die man zur
Axiomatik der Priadikatenlogik als Axiom hinzufiigen kann, werden weiter un-
ten angegeben. Zunichst wird die Sprache der Pradikatenlogik durch zusitzliche,
definierbare Operatoren erweitert, die allein der Bequemlichkeit der Darstellung

2Warum das so ist, ist nicht schwierig einzusehen. Die Einsetzungsregel ist eine giiltige Be-
weisregel in der Aussagenlogik, fiir atomare Aussagen diirfen in Theoremen an allen Stellen ihres
Vorkommens beliebige Aussagen eingesetzt werden. Fiir logisch indeterminierte Formeln lassen
sich stets Einsetzungen so finden, daf die resultierende Formel eine Kontradiktion ist. Dazu be-
trachtet man eine Belegung der vorkommenden Variablen mit Wahrheitswerten, fiir die die Formel
falsch ist und , fixiert” sie: Wenn die Belegung einer Aussagenvariablen den Wert wahr zuschreibt,
wird fiir sie eine Tautologie eingesetzt, ansonsten eine Kontradiktion. Negationen von Kontradik-
tionen sind Tautologien, also Theoreme, und so ist das System widerspriichlich: Das Resultat der
Einsetzung und seine Negation sind beweisbar.



2.1. DAS NATURLICHE SCHLIESSEN 43

dienen. Danach wird eine Relation, die Identitiit, axiomatisch eingefiihrt — dies
ist eine echte Erweiterung der Ausdrucksmoglichkeiten der Priadikatenlogik. Mit
Hilfe der Pradikatenlogik mit Identitét lassen sich sodann formale Theorien auf-
bauen, logische Systeme, die auf bestimmte Weise interpretiert werden sollen, um
ein (inhaltliches) Wissensgebiet zu charakterisieren. Genau an dieser Stelle wird
die Logik von einem reinen SchluBwerkzeug, einer Theorie, in der die giiltigen
Herleitungsverfahren moglichst umfassend systematisiert sind, zu einem Repré-
sentationswerkzeug, einem Mittel, sachliche Zusammenhinge korrekt darzustel-
len.

2.1.2 Pradikatenlogik mit weiteren logischen Konstanten
Die aussagenlogischen Operatoren, der Existenzquantor

Wir erweitern die Sprache der Priadikatenlogik zunichst um einen Satz an aussa-
genlogischen Operatoren und einen zusétzlichen Quantor:

Definition 18
Wenn A und B prddikatenlogische Formeln sind, so sind (AN B),(AV B), (A =
B) prddikatenlogische Formeln.

Wenn A prddikatenlogische Formel ist und i eine Individuenvariable, so ist i A
eine prddikatenlogische Formel.

ANB =4sn ~(AD~B)

AVB =4fgn ~ADB

A=B =4¢n ~(~ADB)D~(~BDA)
FA  =gqe, ~VicA

Grundsitzlich werden durch diese definitorischen Erweiterungen die Ausdrucks-
moglichkeiten der bisher verwendeten Sprache nicht verindert — alles, was mit
Hilfe der neuen Zeichen gesagt werden kann, kann auch ohne sie gesagt werden.
Genauer gesagt handelt es sich um gar keine echte Erweiterung der Ausgangs-
sprache mit Bezug auf Beweistheorie und Semantik: Es gibt keine Formel in der
erweiterten Sprache, die Theorem oder Tautologie wire und deren Riickiiberset-
zung kein Theorem oder keine Tautologie in der Ausgangssprache wire.

Solche Ubersetzungstechniken erlauben es, manchmal deduktive Systeme oder
Semantiken zu vergleichen, die in verschiedenen Sprachen formuliert sind. Wir
nennen Systeme deduktiv dquivalent, wenn sich die jeweiligen Ubersetzungen
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der Theoreme eines Systems als Theoreme im anderen nachweisen lassen. Alle
addquaten Formulierungen der Pridikatenlogik sind untereinander deduktiv dqui-
valent — insofern sie alle genau die Menge der Tautologien beweisen, beweisen
sie alle genau die gleiche Menge von Formeln in moglicherweise verschiedenen
Sprachen.

Die Definition der Operatoren Konjunktion, Adjunktion, Bisubjunktion und des
Existenzquantors erlauben es, Formeln intuitiver, niher an der Umgangssprache
zu schreiben.

Beispiel 12

Beweisbare Formel neue Schreibweise

~(AD~B)DA (ANB)D A

~(AD~B)DB (ANB)D B

AD(~ADB) AD(AV B)

~Varn(P(a) D ~Q()) S (P(x) A Q) S (3P(x) V FQ(a)

D (~~Va~P(z) D ~Vr~Q(x))

Die gewonnene Klarheit und Ubersichtlichkeit ist schwerlich zu bestreiten.

Die semantische Regel fiir die Adjunktion wurde bereits im Beispiel 5 angegeben,
aus den Definitionen lassen sich die Regeln fiir die anderen neuen Zeichen leicht
ablesen. Fiir den Existenzquantor 3 gilt beispielsweise folgende Regel:

M, v = JiA genau dann, wenn es eine Belegung v;, die sich von der Bele-
gung v hochstens im Wert fiir die Individuenvariable i unterscheidet, so gibt, daf3

M,Vi ):A

Verschiedene Aufbauten der Logik nutzen nicht nur unterschiedliche Sitze an
Grundoperatoren und fithren unterschiedliche Sitze an definierten Operatoren ein,
diese werden héufig auch unterschiedlich notiert. Daf3 verschiedene Sitze an Grun-
doperatoren verwendet werden ist offenbar solange kein Problem, solange mit
Hilfe der in der Sprache vorhandenen Operatoren alle pridikatenlogischen Aus-
driicke formuliert werden konnen. Das wird dadurch garantiert, da} fiir den je-
weiligen Satz an aussagenverkniipfenden Operatoren bewiesen wird, dafl mit ih-
rer Hilfe jede n-stellige Funktion von Wahrheitswerten in {w, f} definierbar ist.
Die betreffende Eigenschaft von Systemen von Grundoperatoren heif3t funktionale
Vollstindigkeit. Zu diesen Operatoren wird einer der beiden oder beide Quantoren
hinzugefiigt. Ohne Beweis sind hier einige Tatsachen tliber funktionale Vollstin-
digkeit aufgelistet:

Die Systeme (~, D), (~, A), (~, V) sind funktional vollstindig.
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Die Systeme (~), (A, V), (A, V, D) sind nicht funktional vollstindig.

Es gibt funktional vollstindige Systeme mit genau einem (hier nicht einge-
fiihrten) Grundoperator.

Welche konkrete Notation in der Logik verwendet wird, war immer auch von
philosophischen Voraussetzungen und Einstellungen abhingig. Maflgeblich war
wohl einerseits das Streben nach Prizision und Klarheit, aber selbstverstindlich
haben auch Bequemlichkeit, dsthetische Griinde und sogar typographische Ein-
schrinkungen eine Rolle gespielt. Interessante, heute nicht mehr gebrduchliche
Beispiele sind die graphische Notation von Peirce und die flachige (im Gegensatz
zur modernen linearen) Schreibweise von Frege. Einen Uberblick iiber die heute
angewandten Symbolsysteme bieten die beiden folgenden aus [20, Seite 28,29]
entnommenen Tabellen 2.1 und 2.2:

Negation Konjunktion Adjunktion Subjunktion Bisubjunktion

Principia ~A A-B,AB AVB ADB A=B
Grundziige A A&B AV B,AB A— B A~B
Hermes A ANB AV B A— B A+~ B
DIN -A ANB AV B A— B A~ B
weitere A, —A A+ B

Tabelle 2.1: Operatorensymbole

Die Verweise in der linken Spalte beziehen sich auf die Principia Mathematica von
Russell und Whitehead, Hilberts mit Ko-Autoren verfafite grundlegende Logik-
Arbeiten, die Miinsteraner Schule sowie das Deutsche Institut fiir Normierung.

Auch die Bezeichnungen fiir die Operatoren und Quantoren unterscheiden sich
hiufig von Autor zu Autor. Das ist unproblematisch, da man anhand der seman-
tischen Festlegungen stets ganz genau feststellen kann, was genau der Autor mit
,Implikation®, ,,Konditional, ,,Disjunktion‘ oder ,,Universal-Quantor* meint.

2.1.3 Die Regeln des natiirlichen SchlieBens

Sétze aus der natiirlichen Sprache, aus der Philosophie oder auch der Mathematik
lassen sich mit den nun zur Verfiigung stehenden Mitteln ganz gut formal repri-
sentieren, dies wird gleich an einem Beispiel gezeigt werden. Allerdings erhebt

Vielleicht
Beispiele?
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Allquantor Existenzquantor
Principia (i) (i)
Grundziige (1) (Ed)
Kleene Vi i
Quine (1) (3i)
DIN Vi =]

weitere AVAX I ER I N A IR VARVE RIS I N § §

Tabelle 2.2: Quantorensymbole

Die Verweise in der linken Spalte beziehen sich auf die Principia Mathemati-
ca von Russell und Whitehead, Hilberts mit Ko-Autoren verfafite grundlegende
Logik-Arbeiten, Kleenes und Quines Lehrbiicher sowie das Deutsche Institut fiir
Normierung.

sich die Frage, ob denn eigentlich etwas Interessantes der Gegenstand der Logik
ist. Man kann die semantischen Regeln fiir einen reichen Satz an Operatoren und
Quantoren direkt angeben und eine Axiomatik formulieren, die korrekt und voll-
standig fiir die Priadikatenlogik mit Identitit ist. Man kann damit also alle die und
nur die Aussagen beweisen, die wahr in jedem beliebigen Modell sind — also ganz
genau gar nichts iiber Mathematik oder Philosophie aussagen. Wozu sollte das gut
sein?

Praktische Beweise verlaufen anders. Bereits Mitte der 30ger Jahre haben Lo-
giker regellogische Systeme mit dem Ziel entwickelt, das Schlieen eines Ma-
thematikers wihrend des praktischen Beweisens nachzubilden. Die grundlegende
Idee besteht darin, dal man aus Pramissen herleitet und ein Beweis die Giiltigkeit
der Konklusion unter der Voraussetzung der Primissen garantiert. Der Ausgangs-
punkt ist das auf Seite 21 bewiesene Deduktionstheorem:

Wenn Aq,..., A, F A,s0Aq,..., A, —1F A, D A.

Es ist dies eine Art Regel, nach der man eine Subjunktion in einen Beweis einfiih-
ren kann: Beweise sind Zeilen von Aussagen, in denen Primissen gesetzt werden,
Hypothesen iiberpriift werden und nach Regeln neue Zeilen hinzugefiigt werden
konnen. So sieht das grobe Schema eines Beweises dann vielleicht aus:
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1. {1} Ay Primisse
2. {2} A, Primisse
i {i} AZ Primisse
n—1. {n} A, Primisse
J. {1,2,...,n} A

In der ersten Zeile wird unter der Zeilennummer ,,1.° die erste Pramisse ,,A4;
(dritte Spalte) festgehalten, deren Abhéngigkeit von sich selbst ,,{1}* (charakte-
ristisch fiir Primissen und Annahmen — zweite Spalte) konstatiert und die Recht-
fertigung ,,Primisse* notiert. Dies wird in den nédchsten Zeilen fiir alle vorkom-
menden Priamissen gleicherweise getan. Die darauthin folgenden Zeilen ergeben
sich nach Regeln, die den Gegenstand dieses Abschnitts bilden. Diese Regeln
werden so formuliert werden, da8 Abhéngigkeiten von den verwendeten Pramis-
sen weiter vererbt werden, so dafl im Idealfall in der letzten Zeile j eine Aussage
steht, die von allen Primissen abhingig ist (zweite Spalte) und durch irgendeine
Regel gerechtfertigt ist. Sind die Regeln so formuliert worden, daf sie in Uberein-
stimmung mit der Verwendung des Zeichens ,,-* sind, dann kann man aufgrund
der Giiltigkeit des Deduktionstheorems den Beweis fortsetzen:

j+1. {1,2,...,n—1} A,DA ED
j+2. {1,2,....n—2} A, 1D (A4,DA) ED
j+n. {0} A D(AD ... (A1 D (A, DA)..) ED

In der Zeile j + 1 wird die Regel zur Einfiihrung einer Subjunktion E O auf
die Zeilen j und n angewendet, fiir die folgenden Zeilen gilt das entsprechend.
In der letzten Zeile steht eine Formel, die von keiner Voraussetzung mehr ab-
hiingig ist — eine unbedingt, logisch giiltige Aussage. Wenn die Regeln, die uns
von Zeile zu Zeile bringen, korrekt formuliert sind, sind solche Aussagen wieder
die Tautologien der klassischen Pridikatenlogik. Die Regeln selbst sollen zwei
Forderungen erfiillen: Sie sollen den Regeln, die Menschen beim Fiihren von Be-
weisen tatsdchlich verwenden, moglichst nahe kommen, und sie sollen von wah-
ren Aussagen immer wieder zu wahren Aussagen fithren. Man verwendet héaufig
ein Synthese-/Analyseschema, indem fiir die Operatoren und Quantoren jeweils
eine Einfiihrungs- und eine Beseitigungsregel formuliert werden. Die folgenden
Regeln sind so zu interpretieren, daf} bei vorliegenden Beweiszeilen (iiber dem
Strich) bestimmter Form eine weitere Beweiszeile (unter dem Strich aufgefiihrt)
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hinzugefiigt werden kann:

i. {i} A; Pramisse/Hypothese
g ATy A4
k. {F\Z} AZ D) Aj E D, i,j

In der Zeile 7 wird eine Priamisse gesetzt oder eine Hypothese dem Beweis hinzu-
gefiigt. Diese kann benutzt werden, um in Zeile j schlieBlich A; zu erhalten. Dann
ist 7 in I'* enthalten. I" kann vollig leer sein, wird die Zeile j jedoch auch unter Ver-
wendung von Zeilen mit anderen Abhéngigkeiten als {i} oder zusitzlich zu Zeile
i hergeleitet, so ist {I'} die Menge aller dieser Abhingigkeiten entsprechend den
Regeln. In der Zeile k wird eine neue Formel dem Beweis hinzugefiigt, dabei ver-
schwindet die Abhéngigkeit von Zeile ¢ — es handelt sich um die Anwendung von
E D aufdie Zeilen 7 und j. All dies 148t sich auch in der (fast) natiirlichen Sprache
formulieren: Zum Beweis einer Wenn-dann-Aussage setze man hypothetisch den
Wenn-Teil. Gelingt es, den Dann-Teil (moglicherweise unter bestimmten anderen
Voraussetzungen) herzuleiten, darf die Wenn-Dann-Aussage (unter den erwédhnten
anderen moglicherweise verwendeten Voraussetzungen) als giiltig angenommen
werden. Hypothesen, das heif3t zusitzliche Annahmen iiber die Pramissen hinaus,
miissen grundsitzlich in umgekehrter Reihenfolge ihres Setzens ausgeschlossen
werden (vergleiche dazu unten Beispiel 19).

Die Beseitigungsregel fiir die Subjunktion ist schon als Schluflregel im axio-
matischen Aufbau verwendet worden (Seite 17):

i. {I'} A; DA
i {A} A

k. {I'A} A; DA, B D, i,j

Fiir die in der zweiten Spalte aufgelisteten Abhingigkeiten gilt, dafl bei Regelan-
wendungen entstehende mehrfache Vorkommen ein und der selben Zeilennum-
mer in ein einziges zusammenfallen. Weiterhin ist (in der klassischen Logik) die
Reihenfolge der Vorkommen mit einer wesentlichen Ausnahme nicht wichtig —

3{T'} wird kiinftig nicht vollig einheitlich verwendet werden: Manchmal ist es eine Menge
von Zeilenzahlen, die auf Pramissen und Hypothesen verweisen, manchmal ist es eine Menge
von Formeln (Primissen und Hypothesen) selbst. Das sollte im Allgemeinen nicht zur Verwirrung
fiihren.
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wichtig ist, dal die Abhingigkeiten gesetzter Hypothesen stets ganz rechts einge-
tragen werden und der Ausschluf dieser Hypothesen stets von rechts nach links
(von innen nach aufen) erfolgt (vergleiche dazu unten Beispiel 19).

Beispiel 13 Im folgenden Fragment mochte Sokrates gegen die von Homer und
anderen vertretene Meinung vorgehen, daf3 die Gotter fiir alles verantwortlich
sind. Insbesondere stort Sokrates, daf3 die Gotter von Menschen dafiir herangezo-
gen werden, eigene Verfehlungen (Vertragsbriiche, Unmoral) zu rechtfertigen.

N

Ist nun nicht Gott in Wahrheit gut und so darzustellen?
. Ohne Widerrede.
Nun ist aber doch nichts Gutes schddlich? . ..
. Nein, ...
Was nun nicht schddlich ist, richtet das Schaden an?
. Nimmermehr.
Was aber keinen Schaden anrichtet, veriibt das ein Ubel?
. Auch das nicht.

Was aber nichts Ubeles veriibt, ist doch auch nicht Ursache ir-
gendeines Ubels?

o n > n e n

>

. Wie konnte es das?

S. Also ist Gott, da er doch gut ist, nicht Ursache von allem, . ..
[21, S. 122-123]
Platons Argumentation lifst sich in den folgenden Zeilen zusammenfassen:
1. Die Gottheit ist gut.
2. Wenn die Gottheit gut ist, so ist sie nicht schddlich.
Wenn die Gottheit nicht schddlich ist, so richtet sie keinen Schaden an.

Wenn die Gottheit keinen Schaden anrichtet, veriibt sie nichts Ubeles.

A NS

Wenn die Gottheit nichts Ubeles veriibt, dann ist sie auch nicht Ursache von
Ubelem.
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Aus diesen Sditzen, die sich sein Sokrates bestdtigen ldft, folgert Platon:

6. Wenn Gott gut ist, und er ist gut, dann ist er nicht Ursache von allem.

Die Struktur des Argumentes ldfit sich bereits aussagenlogisch darstellen, dazu
werden die einfachen Sditze durch Aussagenvariablen reprdsentiert:

1. {1} P Primisse
2. {2} PO Pramisse
3. {3} p1 D Do Primisse
4. {4} P2 D Pp3 Pramisse
5. {5} P3O pa Priimisse
6. {1,2} P B D 1,2
7. 11,2,3) P B > 36
8. {1,2,3,4} ps B > 4,7
9. {1,2,3,4,5} m B> 538
10. {2,3,4,5} pDOpy E > 1,9

Die Zeile 10 lautet ,, riickiibersetzt “: Wenn Gott gut ist, so ist er nicht Ursache von
Ubelem. Daraus folgert er — mit anderen Mitteln, aber ganz korrekt — daf3 Gott
nicht Ursache von allem sein kann.* Da er die Zustimmung seines Gespréichspart-
ners zum Vorderglied der Subjunktion ,,Gott ist gut* eingeholt hat, darf er auch
»Da Gott gut ist ... “ sagen. Zeile 10 zeigt auch in der zweiten Spalte, daf3 der
Satz von der Giiltigkeit der Primissen 2—5 abhdingig geblieben ist (jedoch ohne
das ,,da*, allein mit ,,wenn*, nicht mehr von Prdmisse 1 abhdngt).

Vollig einfach und einsichtig sind die Regeln fiir die Konjunktion:

i T} A
j- {A} A

k. {T,A} A; NA; E Ai,j

“Leibniz findet viele Jahrhunderte spiter einen anderen Zugang zu dem gesamten Problem.
Platons Frage ist nicht die nach der Entstehung des Bosen, er will seinen Modellstaat vor dem ver-
derblichen Einfluf} einer Kunst schiitzen, die die Gétter als schlechtes Beispiel fiir die Menschen
darstellt.
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i. {T'} AinNA; i. {T'} AinNA;

j. {T'} A B Ad J. {T'} A; B A1
Mit diesen Regeln kann man aus einer Konjunktion von Aussagen auf jedes Kon-

junktionsglied schlieBen und aus Aussagen auf deren Konjunktion.

Im Gegensatz zu den Konjunktionsregeln bediirfen die fiir die Adjunktion einer
Erlduterung. Zunichst sollen sie angefiihrt werden:

i. {T'} A i. {T'} A

J. {T'} A;VA; E Vi jg. {T'} A;VA; E Vi
k. {=} A; VA
I. {T,AZ} A B Vi jk

Die Einfithrungsregeln E V sind auf den ersten Blick durchaus einsichtig: Hat
man das Recht, eine Aussage zu behaupten, so bietet dies auch eine Rechtfer-
tigung fiir die Adjunktion dieser Aussage mit einer anderen. Allerdings erlaubt
es diese Regel — wie iibrigens auch E D — neue Themen in die Diskussion zu
bringen. Nichts in der Formulierung der Regeln verlangt, da3 das neu eingefiihr-
te Adjunktionsglied thematisch oder sonst irgendwie mit dem bisher gefiihrten
Beweis zusammenhingt. Das wird nicht von allen Logikern akzeptiert.

Die Beseitigungsregel B \ entspricht einer Fallunterscheidung (einem ,,verzweig-
ten Beweis*). Liegen Alternativen vor (Zeile k), und kann man dariiber hinaus ein
und dasselbe Resultat aus jeder der Alternativen erhalten (Zeilen i und j), so gilt
das Resultat. Am bekanntesten ist diese Figur in der natiirlichen Sprache sicher-
lich unter dem Bild, aus zwei Ubeln das kleinere wihlen zu miissen: Tut man dies,
ist es schlecht, tut man jenes, ist es nicht gut, aber eines muf3 getan werden ...

Beispiel 14 Im folgenden Zitat fafit Sokrates seine Argumentation zusammen, mit
der dafiir plddiert, daf3 sich das Verhalten der Menschen nicht gut per Gesetz
regeln lafst:
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Sokrates Meiner Ansicht nach also wdre es das Richtige, daf3 sich
mit dieser Art von Gesetzgebung und Staatsverwaltung kein wirk-
licher Staatsmann, weder in einem schlecht- noch in einem gut-
geordneten Staatswesen abgebe: in dem ersteren nicht, weil es
ihm nutzlos ist und keinen Gewinn bringt, in dem letzteren nicht,
weil einiges jeder auch fiir sich finden kann, das iibrige aber sich
von selbst herausbildet auf Grund der bestehenden Lebensnor-
men.

[21, S. 184]

Die Struktur von Platons Argument ist durchaus komplizierter, als im Beispiel zu
den Subjunktionsregeln:

1.

5.

Wenn man sich in einem gutgeordneten Staatswesen mit dieser Art Verwal-
tung beschdiftigt, dann ist das nutzlos und bringt keinen Gewinn.

Wenn diese Art Verwaltung keinen Gewinn bringt, dann soll man sich nicht
damit abgeben.

Wenn man sich in einem schlechtgeordneten Staatswesen mit dieser Art Ver-
waltung beschdiftigt, dann findet jeder sowieso das Richtige selber heraus.

Wenn diese Art Verwaltung nur zu Ergebnissen fiihrt, die jeder selber er-
reicht, dann soll man sich nicht damit abgeben.

Ein Staatswesen ist gutgeordnet oder schlechtgeordnet.

Die erste und dritte Prdamisse sind explizit ausgesprochen, die anderen drei setzt
Platon an dieser Stelle voraus. Aus den vor dem Zitat liegenden Seiten wird klar,
daf} Platon die zweite und vierte fiir richtig hdlt, die fiinfte ist fiir ihn selbstver-
standlich. Daraus schlief3t er auf:

6.

Mit dieser Art von Verwaltung soll man sich nicht abgeben.

Wie geht das?
In der nachfolgenden Ableitung sind die Aussagenvariablen folgendermafien
den Sditzen zugeordnet:

h
P2
Y25
y2

Ps-

Ein Staatswesen ist gutgeordnet.

Ein Staatswesen ist schlechtgeordnet.

Die Beschdftigung mit dieser Art von Verwaltung ist nutzlos.
Die Biirger kommen auch ohne diese Art von Verwaltung aus.
Man soll sich mit dieser Art von Verwaltung nicht beschdiftigen.
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Nun der Nachweis, daf3 Platons Argumentation korrekt ist:

1. {1} P1 D D3 Priimisse
2. {2} D2 D P4 Primisse
3. {3} D3 D Ds Prcimisse
4. {4} Pa D Ps Pramisse
5. {5} p1V Do Priimisse
6. {6} 1 Hypothese
7. 11,6} P B> 1,6
8. {1,3,6} Ds B> 3,7
9. {1,3} P1 O Ds EDG6,8
10. {10} D2 Hypothese
11. {2,10} P B>2,10
12. {2,4,10}  ps Bo4,11
13. {2,4} P2 O ps E > 10,12
14. {1,2,3,4,5} ps B V5,913
15. {1,2,3,4} (p1 \/pg) D Ps E>5 14

Der Satz in Zeile 15 ist durchaus so zu iibersetzen, wie Platon sich das gedacht
und Sokrates es gesagt hat: Mit dieser Art von Verwaltung solle man sich nicht
beschdftigen, ob das Staatswesen nun ein gut- oder ein schlechtgeordnetes sei. Er
ist abhdngig von der Giiltigkeit der vier ersten Prdmissen — wenn jemand Platons
Argumentation angreifen mochte, miifite er eine von diesen in Frage stellen.

Die Einfiithrungsregel fiir die Negation wird hier als Regel fiir den indirekten Be-
weis oder aber als ,,Beweis aus der Annahme des Gegenteils* eingefiihrt. Wie die
Einfiihrungsregel der Subjunktion bezieht sie sich auf Pridmissen und Hypothesen
und erlaubt es, Abhingigkeiten von diesen auszuschliefen:

i. {i} A; Priamisse/Hypothese

j- AT} A;

I {D,A\i} ~4 E ~i,jk

Diese Regel driickt den Gedanken aus, dal3 wenn unter einer bestimmten Annah-
me ein Widerspruch auftritt (eine Beweiszeile und deren Negation), dann diese
Annahme nicht stimmen kann. Um die Giiltigkeit eines Satzes zu zeigen, nehme
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man also dessen Negation an und falls man einen Widerspruch erhilt, kann man —
die Negation der Negation des herzuleitenden Satzes erhalten! Damit das Verfah-
ren komplett ist, benotigt man also noch eine Regel, um die doppelten Negationen
wieder loszuwerden: die Beseitigungsregel der Negation:

i AT} ~~A,

j.oATY 4 B ~i

Beispiel 15 Auch Augustinus beschdiftigte die Frage, woher das Bose in der Welt
wohl komme. Im siebten Buch der Bekenntnisse erzdhlt er davon und schreibt bei-
laufig, dap3 er bereits zeitig die Astrologie als Erkldrung grundsdtzlich abgelehnt
habe. Allerdings hditte er ein zusdtzliches Argument gegen die Astrologen in der
Erzihlung eines Freundes, Firminus gefunden:

So erzdhlte er denn . . . als seine Mutter mit ihm, Firminus, schwanger
ging, sei zur gleichen Zeit eine Sklavin des Freundes seines Vaters
ebenfalls schwanger gewesen. ... Beide Frauen gebaren zur gleichen
Zeit, so daf3 die Freunde fiir beide Neugeborenen bis auf die Minuten
dasselbe Horoskop erstellen mufiten . ..

Und dann weiter:

Ich sagte ihm, wenn ich anhand seines Horoskops etwas Wahres vor-
aussagen sollte, dann hditte ich in ihm lesen miissen, seine Eltern er-
freuten sich des grofiten Ansehens, er stamme aus einer vornehmen
Familie der Stadt, er sei als Freier geboren und habe eine standesge-
mdfle Erziehung und wissenschaftliche Ausbildung. Und wenn mich
jener Sklave mit demselben Horoskop befragte, miifdite ich, um auch
ihm etwas Wahres zu sagen, in diesem Horoskop die Niedrigkeit sei-
ner Familie erkennen, seinen Stand als Sklave und all das iibrige, das
so verschieden und so entfernt ist vom Leben des Firminus. ... Daraus
folgte fiir mich mit aller Gewifheit, dafs, wenn aufgrund von Horosko-
pen etwas Wahres gesagt werde, dies durch Zufall, nicht durch Wis-
senschaft zustande komme . ..

[2,S. 177-179]

Die Struktur von Augustinus’ Argument kann in den folgenden Siitzen expli-
ziert werden:
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1. Wenn ein wahrheitsgemdfes Horoskop nicht-zufdllig zustande kommt, be-
schreibt es Firminus als vornehm, frei usw.

2. Wenn ein wahrheitsgemdfles Horoskop nicht-zufdllig zustande kommt, be-
schreibt es den Sklaven des Freundes des Vaters als niedrig, unfrei usw.

3. Die Beschreibung des Firminus ist das Gegenteil der Beschreibung des Skla-
ven des Freundes des Vaters.

Daraus schliefit Augustinus:
4. Das wahrheitsgemcdife Horoskop ist zufillig zustande gekommen.

Eine formale Rekonstruktion (unter einer offensichtilichen Zuordnung der Siit-
ze zu den Aussagenvariablen p, py und ps3 sieht so aus:

1. {1} P12 P2 Pramisse
2. {2} P1 D D3 Primisse
3. {3} Po = ~ps3 Prdmisse
4. {3} P2 D ~ps3 (Hilfsregel)
6. {6} 1 (Hypothese)
7. {1,6}  po B> 1,6
8. {2.6} s B>26
9. {1,3,6} ~ps Bo4,7
10. {1,2,3} ~p E ~6,8,9

(Es gibt eine ganze Reihe von Regeln, die das Beweisen vereinfachen. Hier wird
eine in Zeile 4 verwendet, die die Bisubjunktion in eine Konjunktion von Subjunk-
tionen umschreibt.)

Die Regeln, die das Verhalten der aussagenlogischen Operatoren festlegen, wer-
den nun durch Einfithrungs- und Beseitigungsregeln fiir die Quantoren erginzt.
Sie sind ungleich komplizierter und tiber die richtige Formulierung der Variablen-
bedingungen hat es bis in die 60er Jahre hinein Diskussionen gegeben.

Zunichst soll noch der Begriff einer zuldssigen Ersetzung einer Individuenva-
riablen eingefiihrt werden:

Definition 19
Mit A(i/j) wird die Einsetzung von i in A durch j bezeichnet:
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1. Es werden alle freien Vorkommen der Variablen i in A durch den Term j
ersetzt, jedoch

2. falls j eine freie Variable enthidilt (eine Variable ist), so ist 7 nur dann eine
zuldssige Einsetzung fiir i in A, wenn kein freies Vorkommen einer Variablen
in j (einschlieflich moglicherweise j selbst) in A(i/j) gebunden ist.

ko AT} AG/7)

. {I} 3iAG) E3Jk

Beispiel 16 Ein Beispiel fiir die Anwendung dieser Regel E 3 ist — unanalysiert —
im Beispiel 13 vorgekommen. Formal endete die Ableitung beim Satz ,, Wenn Gott
gut ist, ist er nicht Ursache fiir das Ubele . Sokrates (Platon) hat im Dialog aber
nicht diese, sondern die Schlufsfolgerung ,, Wenn Gott gut ist Gott nicht Ursache
von allem* gezogen. Ein Stiick néiiher an diesen Satz kommt man so:

aq Gott

P gut

as das Ubele

Q Ursache von
1. {T'}  P(a1) D ~Q(a1,as) aus Bsp. 13
2. {2} P(am) Hypothese
3. {2} ~Q(a1,as) B>O1,2
4. {2} Fz~Q(ay, ) E 33
5. {T'}  P(ay) D Fz~Q(ay, x) ED2/4

Der letzte Satz lautet iibersetzt: ,, Wenn Gott gut ist, so gibt es etwas, was er nicht
verursacht“. Beim Ubergang von Zeile 3 zu Zeile 4 — per E 3 — ist die oben er-
wdhnte Einsetzung vollzogen worden. Allerdings erfolgt sie von Zeile vier nach
Zeile drei, es wird ,,oben* ersetzt: Alle freien Vorkommen von x in ~Q(aq, )
wurden gegen as ersetzt.

Die Einfiihrungsregel fiir den Quantor 7 ist sehr leicht einzusehen: Wenn et-
was bestimmtes eine Eigenschaft hat, dann gibt es selbstverstindlich etwas, was
diese Eigenschaft trigt — dieser Gegenstand selbst zumindest. Eine entsprechende
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ganz allgemeine Beseitigungsregel fiir diesen Quantor kann es nicht geben. Ange-
nommen, es sollte gelten ,,Wenn es etwas gibt, was eine Eigenschaft hat, dann hat
...diese Eigenschaft”, so miilte irgendwie spezifiziert werden, was genau ,,...*
ist. Das kann man nicht allgemein, und manchmal kann man es auch iiberhaupt
nicht. So ist der Satz ,,Es gibt jemanden, der den vierten Stein des Kdlner Doms
gelegt hat* ganz sicher wahr, auf ,,Herr oder Frau Sowieso hat den vierten Stein
des Kolner Doms gelegt* kann man wohl aber nicht schlieen, egal welchen Na-
men man fiir Sowieso einsetzt. Was hier benotigt wird, ist eine Art Platzhalter, ein
fiktiver Name, der so etwas bedeutet wie ein ganz bestimmter, aber unbekannter
Gegenstand. Um diesen Gedanken zu fassen, wird die folgende Regel so formu-
liert: ,,Wenn ein Satz aus einer Behauptung fiir einen gewihlten unspezifischen
Gegenstand folgt, so folgt er auch aus der Behauptung, dal} es einen solchen Ge-
genstand gibt*.

k. AT} A

LAly  A(ify) Hypothese
m. {F, l} AQ

n. {I'} A B3Ik l,m

Mit dem Sternchen wird eine Einschriankung in Zeile 1 angezeigt: j ist eine Indi-
viduenkonstante, die neu im Beweis ist.

Die Einschrinkung auf eine neue Konstante soll garantieren, daf} das neu ein-
gefiihrte Objekt auf keinerlei Eigenschaften festgelegt ist — wir wissen nichts dar-
tiber, und auch, daB es unter A fillt, ist eine Hypothese.

Auch die Einfiihrungsregel fiir den Allquantor ist nur unter einer bestimmten Ein-
schrinkung zu verwenden.

k. {T} A

I. {I'} ViA EV'k

Die Variable i, iiber die generalisiert wird, darf in keiner der Formeln, auf die {T'}
verweist, frei vorkommen.

Generalisiert werden darf nur iiber eine (freie) Variable, die entsprechend den se-
mantischen Regeln fiir V eine beliebige Bedeutung annehmen kann. Fiir Variablen,
die in den Pramissen und Hypothesen frei vorkommen, gilt das nicht. Warum das
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so ist, wurde bereits auf der Seite 13 angesprochen. Die Einschrinkung garan-
tiert, daB nur iiber Variablen generalisiert wird, die frei in logisch wahren Sitzen
vorkommen oder aus der Anwendung der folgenden Regel zur Beseitigung des
Allquantors entstanden sind.

k. {T} ViA

. {T} A(i/j) BVk

Beispiel 17 Die in Beispiel 13 begonnene formale Explikation war in Beispiel 16
noch nicht zu Ende gebracht worden, der letzte Satz lautete in der natiirlichen
Sprache etwa ,, Wenn Gott gut ist, dann gibt es etwas, wofiir er nicht Ursache ist*.
Im folgenden soll abschlieflend gezeigt werden, daf3 von den gleichen Prdmissen
dann auch der gesuchte Satz ,, Wenn Gott gut ist, so ist er nicht fiir alles Ursache “
abhdingig ist:

1. {T'}  P(a1) D Fz~Q(a,x) aus Bsp. 16
2. {2} P(ay) Hypothese
3. {2} Jz~Q(ay, ) B>O1,2
4. (1,2} ~Q(ar,b) B33
5. {6}  VzQ(ay,x) Hypothese
6. {5}  Q(a,b) BY5
7. {2} ~VzQ(ay, ) B ~4,5,6
8. {I'}  P(ay) D ~VaQ(ay,x) ED27

Formeln, die aus einer leeren Menge von Priamissen beweisbar sind, heilen Theo-
reme.

2.1.4 Die Rechtfertigung der Regeln

Warum sind gerade diese Regeln gewihlt worden? Auf diese einfache Frage gibt
es eine ganze Reihe von Antworten, von denen an dieser Stelle zwei genauer be-
sprochen werden sollen. Die erste lautet: Weil die Regeln von Aussagen, die wahr
unter einer Belegung und Interpretation sind, zu Aussagen fiihren, die wieder wahr
unter dieser Belegung und Interpretation sind. Die zweite Antwort besteht in der
auch daraus folgenden Erkenntnis, dal genau diese Regeln hinreichend und not-
wendig sind, um die Tautologien der Pridikatenlogik zu beweisen.
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Die semantische Begriindung

Fiir die meisten aussagenlogischen Regeln ist der folgende Satz vollig einsichtig
und leicht zu iiberpriifen, die Einschrinkungen der Quantorenregeln ermoglichen
den Beweis in den entsprechenden Fillen[1ex]

Satz 22
Sei

in {h} Ay

in AT.} A,

jg {ry A Regel

eine der Regeln E~, B~, EN, BN\, EV, BV, E D, B D, EY, BY, E 3 oder
B d. Dann gilt:
Fiir alle M und v: Wenn M,v |= Ay, ... M,v = A, so M,v = A

Beweis Fiir den Beweis werden die Regeln einzeln durchgegangen. Hier sind
sie der Darstellung wegen in zwei Gruppen eingeordnet: Regeln ohne weitere
Besonderheiten, Regeln mit Hypothesen und Regeln mit Einschrankungen (und
Hypothesen).

In der folgenden Aufstellung steht links eine Regel und rechts davon jeweils eine
dazu gehorende Formel:

i AAr A (4 D A) A A) D A,
k. {I'A} A; DA, B D, 14,j

i T} A
J- {A} Aj Az A Aj D) AZ A Aj
k. {T,A} A, AA,  E Adj

i. {I'} AinNA;

AiNA; DA,

Jj. {T'} A B A
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i. {T} A

Ai D) Az \% Aj
J. {T'} A;VA; E Vi
i. {I'} A; DA
= v ((A; > A) A (4 D A)

- LY A(A;VAj) DA
I. {T,AE} A B Vi, jk
~~A; D Al

ko AT} A7)

. {I'} 3iAG) E3Jk

A(i/5) D JiA()

k. {T} ViA

Vid > A(i/))
. {T} AGi/j) BVk

Eine Uberpriifung der Formeln neben den Regeln zeigt, daB alle diese Formeln
Tautologien der Pradikatenlogik sind. Sie sind also, mit anderen Worten, in jedem
Modell unter jeder Belegung der freien Variablen wahr. Auflerdem sind diese For-
meln so, dal vor dem Hauptoperator ,,Subjunktion* die Konjunktion der Pramis-
sen der jeweiligen Regel steht und nach der Subjunktion die Konklusion. Wiirde
es ein Modell und eine Belegung geben, fiir die die Primissen wahr und die Kon-
klusion der Regel falsch werden, so konnte die Formel offenbar keine Tautologie
sein (sie wiirde den Wert falsch annehmen). Also fiihren die Regeln von Formeln,
die in einem bestimmten Modell unter einer Belegung wahr sind, wieder zu sol-
chen Formeln.

k. {I} A

7 ist nicht frei in IT'!

. {I'} ViA EVk
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Angenommen, ViA nimmt in einem Modell unter einer Belegung v den Wert
falsch an. Dann gibt es eine Belegung v; (die sich hochstens im Wert fiir ¢ von
v unterscheidet), fiir die A den Wert falsch annimmt. Da 7 nicht frei in den For-
meln vorkommt, auf die {I'} verweist, stammt es aus einer Formel ohne Abhén-
gigkeit (einem Theorem) oder ist gebunden in I'. Da die B 3 Individuenkonstanten
produziert, muf} ¢ allquantifiziert sein. Fiir Theoreme gilt die Regel E V uneinge-
schrinkt, und ist ¢ allquantifiziert gewesen, so darf es alle Werte annehmen, auch
v; (7). Also ist der Wert von A fiir jede Belegung wahr, dies im Widerspruch zur
Annahme.

Regeln, die Hypothesen einfithren und beseitigen, strukturieren den Beweis in
Teilbeweise. Die Formulierung einer solchen Hypothese eroffnet einen Teilbe-
weis, der geschlossen werden muB3, bevor der ,.iibergeordnete* Beweis weiter ge-
fiihrt wird. Selbstverstindlich konnen weitere Teilbeweise innerhalb von Teilbe-
weisen gefiihrt werden, die entsprechend zuerst geschlossen werden miissen. Da
alle Beweise endlich sind, gibt es nicht unendlich viele Teilbeweise innerhalb ei-
nes Beweises und so gibt es immer ,,innerste” Beweise, solche, innerhalb derer
keine Regeln mehr angewendet werden oder doch nur solche Regeln, die selbst
keine Hypothesen aufstellen und beseitigen. Es reicht nun aus folgendem Grun-
de, immer nur die innersten Regelanwendungen zu betrachten: Falls es Regeln
unter Verwendung von Hypothesen innerhalb der Schritte von der Einfiihrung bis
zur Beseitigung der Hypothese gibt, so miissen zunéchst diese Schritte gerechtfer-
tigt werden. Fiir die gilt unter Umstidnden dasselbe. Da es aber innerste Anwen-
dungen gibt, fiihrt deren Rechtfertigung (mit der der Regeln ohne Hypothesen)
zur Rechtfertigung der nichst-inneren Anwendung von Hypothesenregeln und so
fort. Da jeder Beweis endlich ist, betrachten wir also die drei verbleibenden Re-
geln als ob in den einzelnen Schritten von der Einfiihrung der Hypothese bis zu
deren Ausschluf3 nur die oben bereits gerechtfertigten Regeln angewendet wor-
den sind. Wenn gezeigt wurde, dall die innersten Regeln von wahren Aussagen zu
wahren Aussagen fiihren, so fithren — entsprechend der selben Argumentation —
Anwendungen von Regeln, die innerste Hypothesenregeln verwenden, ebenfalls
von wahren zu wahren Aussagen. Die diirfen dann wieder in Anwendungen von
Hypothesenregeln verwendet werden . ..

i. {i} A; Primisse/Hypothese
g ATy A

k. {F\Z} AZ D) Aj E 2, ’L,j
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Angenommen, die Formel A; D A; ist falsch in einem Modell unter einer Bele-
gung. Dann muf unter dieser Belegung in diesem Modell A; wahr und A; falsch
sein — das heif}t, daf} irgendwo zwischen den Zeilen i und j eine Regelanwendung
von einer wahren (im Modell unter einer Belegung) zu einer falschen (in diesem
Modell bei dieser Belegung) Formel gefiihrt hat. Es ist aber bereits gezeigt wor-
den, daf} die Regeln (ohne Hypothesen) das nicht tun kénnen.

i. {i} A, Priamisse/Hypothese

j. A} A;

I {0, A\i} ~A, E ~i,jk

Angenommen, ~A; ist falsch in einem Modell unter einer Belegung. Dann ist
A; wahr in diesem Modell und unter dieser Belegung. Da unter dieser Belegung
entweder A; oder ~A; falsch ist, ist aus einer wahren Aussage (im Modell unter
einer Belegung) eine falsche abgeleitet worden. Dies ist aber nicht moglich, da
die Regeln (ohne Hypothesen) das nicht zulassen.

ko {T}  3iA

[. {l} Aq(i/7) Hypothese j ist eine

m. {I,l} A Individuenkonstante,
die neu im Beweis ist.

n. {T'} A B3 k,l,m

Angenommen, Aj ist falsch in einem Modell unter einer Belegung. Dann ist unter
dieser Belegung in diesem Modell A;(i/j) ebenfalls falsch, weil sonst Regelan-
wendungen von einer wahren (A;(i/j)) auf eine falsche (Ay) Formel gefiihrt hit-
ten. Unter der Voraussetzung, da3 3iA; wahr im Modell unter dieser Belegung
ist, 148t sich folgender Widerspruch konstruieren:

Da JiA; wabhr ist, gibt es eine Belegung fiir ¢ derart, da3 A; wahr im Modell
unter dieser Belegung ist. Da j im Beweis vor Zeile | nicht vorkommt, betrach-
ten wir ein Modell, was sich vom Ursprungsmodell nur darin unterscheidet, daf3
Z(j) = vi(7). In diesem Modell sind die Zeilen k und 1 wahr, wihrend Zeile m
falsch ist. Dies ist aber fiir die hypothesenfreien Regeln nicht moglich.

Damit ist der Beweis beendet.’ Mit dem Satz und dem Beweis wurde nachge-
wiesen, daf} die Regeln des natiirlichen SchlieBens von wahren Aussagen zu wah-

SEs ist nicht schwierig, hinter dem Beweis die Struktur einer vollstindigen Induktion zu er-
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ren Aussagen fiihren. Kann man eine Argumentation entsprechend formal nach-
vollziehen und zweifelt dennoch an der Wahrheit der Schluf(folgerung, so sind
nicht die Schluregeln, nicht die Logik die Quelle der Falschheit. Eine (mindes-
tens eine) der Pramissen muB falsch sein. Mit diesem Ziel sind die Regeln bereits
gewdihlt worden und genau darum kommen diese (oder andere mit der gleichen
Eigenschaft) Regeln in den Formulierungen des Systems des natiirlichen Schlie-
Bens vor. Selbstverstdandlich gilt ein Satz 5 entsprechender Satz nicht fiir beliebige
Regeln.

Beispiel 18 Die meisten Philosophen, die sich mit Kausalitditstheorie beschiifti-
gen, wiirden eine Regel wie die folgende akzeptieren:

1. Ereignis a; ist Ursache des Ereignisses a;
2. Ereignis a; ist Ursache des Ereignisses ay,

Also Ereignis a; ist Ursache des Ereignisses ay,

Formale Ansditze, die die Transitivitiit der Kausalrelation nicht von allein erzwin-
gen (Lewis’ kontrafaktische-Konditionale-Zugang, probabilistische Versionen) bil-
den den , transitiven Abschluf3 “ iiber die nichttransitive Grundrelation.

Die Regel ist keine logische Regel in dem Sinne, daf; sie von wahren Aussagen
(1, 2) im Modell zwangsliiufig zu einer Aussage (Also) fiihrt, die wahr im Modell
ist. So konnte man die zweistellige Relation ,,ist Ursache von* in einem Modell so
interpretieren, wie im Deutschen ,,folgt unmittelbar auf* interpretiert ist. Dann
konnen die Scitze 1 und 2 beide wahr sein, der Also-Satz aber falsch. Die Regel
ist also grundverschieden von den oben erwdhnten logischen Regeln. Das heif3t
natiirlich nicht, daf} die Regel in einer Kausaltheorie nicht gelten konnte (ich halte
sie allerdings fiir ungiiltig).

Nur ,,wahr-zu-wahr“-Regeln zum Beweisen zu verwenden, ist ganz sicher be-
ruhigend. Welche Regeln genau uns zur Verfiigung stehen, wird im nichsten Ab-
schnitt betrachtet.

Die systematische Begriindung

Die Regeln des natiirlichen Schliefens sind so formuliert, da3 mit ihrer Hilfe ge-
nau die Tautologien der Pradikatenlogik voraussetzungsfrei beweisbar sind. Das

kennen: Sei die ,,Schachteltiefe** eines Beweises ohne Hypothesen gleich 0 und die Schachteltiefe
eines Beweises mit Unterbeweisen um eines grofier als die Summe der Schachteltiefen der Unter-
beweise. Die Induktion iiber die Schachteltiefe lautet im induktiven Schritt: Wenn der Satz fiir alle
Schachteltiefen < n gilt, gilt er auch fiir Beweise mit der Schachteltiefe n.
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heiB3t mit anderen Worten, dall das System korrekt und vollstdndig im Sinne der
Ergebnisse aus Abschnitt 1.3 und 1.5. Auch dies kann zur Rechtfertigung der Aus-
wahl gerade dieser Regeln verwendet werden — hat man es doch mit einem gut
untersuchten System zu tun. Darauf basiert eine ganze Reihe von interessanten
Theorien, die in der Philosophie eine gro3e Rolle spielen.

Satz 23
'_NatSchl A genau dann, wenn |= A.

Beweis Von links nach rechts ist der Beweis aufgrund von Satz 22 ganz einfach:
Eine Beweiszeile in einem Beweis im System des natiirlichen SchlieBens ist in
allen Modellen unter allen Belegungen wahr, in denen die Formeln wahr sind,
auf die mit den Abhingigkeiten verwiesen wird. Wenn Fyyscn A4, dann ist {0}
die Menge der Abhingigkeiten und A also wahr in allen Modellen unter allen
Belegungen.

Fiir den Beweis, dal} alle Tautologien beweisbar sind, wird Satz 18 benutzt, aus
dem folgt, daB alle Tautologien im axiomatischen System beweisbar sind. Wenn
es gelingt zu zeigen, daf} alle Theoreme des axiomatischen Systems im System
des natiirlichen Schlieens bewiesen werden konnen, so sind alle Tautologien im
System des natiirlichen SchlieBens beweisbar.® Dazu reicht es hier zu zeigen, daB
die Axiome im System des natiirlichen SchlieBens beweisbar sind (die Abhin-
gigkeitscharakteristik {()} haben. SchlieBlich sind die Regeln des axiomatischen
Systems auch Regeln im natiirlichen Schlieen und zwar solche, die keine neuen
Abhingigkeiten einfiihren.

Beispiel 19 Die Beweise sind einfach, als Beispiel wird hier Axiom 5 betrachtet:
Vi(A D B) D (A D VB), wobei i in A nicht frei vorkommt.

Vergleiche dazu auch Seite 43. Etwas genauer liegen die Tautologien und Theoreme ja in zwei
Sprachen £,, und £, vor. AuBerdem gibt es eine Ubersetzung @ aus £, nach L,,, so daB gilt: = A
in £, genau dann, wenn = A® in L,,. Der Beweis zeigt, daB die Ubersetzungen der Tautologien
im System des natiirlichen Schlieflens beweisbar sind. Dann bleibt zu zeigen, daf} wenn die Uber-
setzungen beweisbar sind, die Tautologien selbst ebenfalls beweisbar sind. Die beiden ,,fehlenden*
Schritte gelingen leicht mit Hilfe der Definition 18 auf Seite 43.
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1. {1} Vi(AD B) Hypothese
2. {1} A>B BV1
3. {3y A Hypothese
4 {1,3} B B523
5. {1,3} ViB E V4 (i nicht frei in 1,3)
6. {1} ADWViB E D 3.5 , innere* Hypothese
7. {} Vi(AD B) D (ADVB) E D 1,6 ,duflere” Hypothese

Einen axiomatischen Beweis kann man nun ganz leicht in einen im System
des natiirlichen Schlief3ens umbauen: Man setze anstelle der verwendeten Axiome
deren Beweis im natiirlichen Schliefen und vollende den Beweis dann mit Hilfe
der beiden giiltigen Regeln Gen (1.2.1) — das ist EV — und MP (1.2.1) — dies ist
B D.

2.2 Identitat

Die Priadikatenlogik mit Identitit stellt den Grundbestand der logischen Systeme
dar, sie ist der Kern und der MaBstab fiir die Entwicklung von Theorien und alter-
nativen Logiken. Mit der Identitdtsrelation ist eine ganze Reihe von interessanten
philosophischen Problemen verbunden.

2.2.1 Die Identititsrelation

Die Identitit sollte nicht mit der Bisubjunktion oder der Aquivalenz verwechselt
werden: Die Bisubjunktion ist ein zweistelliger aussagenbildender Operator, die
Aquivalenz ist eine Implikation in beiden Richtungen und driickt Bewertungs-
gleichheit in den gleichen Modellen aus. Die Identitdt dagegen ist zwar auch ein
zweistelliges Préadikat, welches aber die Eigenschaft von Paaren ausdriicken soll,
Paare von untereinander genau gleichen Gegenstinden zu sein. So ist die Identitit
wie die Bisubjunktion sprachlich (und nicht metasprachlich), sie ist Relation wie
die Aquivalenz (und nicht synkategorematisch). Um die Identitit in die Sprache
einzufiihren, wird eine Pradikatenkonstante eingefiihrt, danach kdnnen die Eigen-
schaften der Relation axiomatisch und semantisch festgelegt werden:

Definition 20

Hintikka
paper

Sei ,,=* eine Prddikatenkonstante. Wenn i und j Individuenvariablen oder -konstanten

sind, ist 1 = j eine Prddikatformel.
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A6 i=1i (Ref)

A7 i =73 D (A(i) = Ali/j])), wobei A eine atomare Formel ist und Ali/j] die
Ersetzung von irgendwelchen Vorkommen der freien Individuenvariablen
oder der Individuenkonstanten © durch den fiir die Substitution freien Term
j bezeichnet. (Sub)

M, v |= i = j genau dann, wenn F (i) = F(j), wobei
Fk) = Z(k) falls k eine Individuenkonstante ist
| (k) falls k eine Individuenvariable ist

und = eine Identitdtsrelation in der Metasprache ist.

Sowohl die axiomatische als auch die semantische Charakterisierung der Iden-
titidt sagen uns etwas iiber die Relation: Die beiden Axiome legen fest, daf} je-
der Gegenstand mit sich selbst identisch ist, und daB identische Gegenstinde
die gleichen (atomaren) Eigenschaften haben. Fiir die hier behandelte Logik 148t
sich zeigen, dal sich der Fall des atomaren Priddikates A auf beliebig komplexe
Aussagefunktionen verallgemeinern 148t. Die semantische Regel besagt, daf eine
Identitdtsaussage genau dann von einem Modell und einer Belegung erfiillt wird,
wenn Interpretations- beziehungsweise Belegungsfunktion den singuléren Termen
rechts und links vom Identitéitszeichen semantisch ununterscheidbare Gegenstin-
de aus dem Universum zuschreiben. Im intuitiv naheliegensten Fall heift das, daf3
¢ = j genau dann wahr bei einer Interpretation und Belegung sind, wenn ¢ und
J unter dieser Interpretation und Belegung Namen fiir den gleichen Gegenstand
sind.

Beispiel 20
In der formalen Sprache selbst haben wir die namensartigen Ausdriicke, die In-
dividuenkonstanten, als kleine lateinische Buchstaben eingefiihrt: ay, ..., ay,, ...

und die Elemente des Interpretationsbereiches mit entsprechenden Buchstaben d;.
In der natiirlichen Sprache stehen die Individuenkonstanten fiir Worte oder Wort-
gruppen, die Elemente des Universums fiir die durch die Worte zu bezeichnenden
Gegenstdnde. Natiirlich konnen wir uns auch auf diese immer nur mit Worten be-
ziehen: ,,Adams (einzige) Hochzeit ist auch Beas (einzige) Hochzeit* verwendet
zwei singuldre Termini um zu behaupten, daf3 es nur eine Hochzeit gegeben hat.
Die beiden Ereignisnamen sind mit der Interpretationsfunktion auf den gleichen
Gegenstand, auf das Ereignistoken in Raum und Zeit, abgebildet worden. Gerade
dazu sind Identitdtsaussagen da.
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Behdlt man im Blick, daf bei interessanten Identitdtsaussagen regelmdfig drei
Entitdiiten eine Rolle spielen (zwei namensartige Ausdriicke und ein Element des
Interpretationsbereiches, der ,,Welt*), dann ist der Sinn der Definition 20 voil-
lig klar: A6 (Ref) muf3 gelten, denn namensartige Ausdriicke werden eindeutig
behandelt, ein und derselbe Name weist stets auf den gleichen Gegenstand. A7
(Sub) behauptet die Ununterscheidbarkeit der Identischen und muf; gelten, weil
ein Gegenstand nicht unter verschiedenen Namen seine Eigenschaften wechselt.
Die semantische Definition verwendet ein Zeichen fiir die Identitdit in der Meta-
sprache =, irgendwie muf3 schliefflich gesagt werden, daf} die Funktionswerte von
7 fiir die beiden Ausdriicke gleich sind. Das kann formal natiirlich nicht mit Hilfe
der sprachlichen Ildentitditsrelation = gesagt werden, natiirlichsprachlich verwen-
den wir die gleichen Bezeichnungen.

Aristoteles hat im Grunde die Festlegungen aus Definition 20 gekannt. In der
Topik schreibt er:

Das Identische, um es nur in einem allgemeinen Umrif3 zu beschrei-
ben, scheint drei verschiedene Bedeutungen zu haben. Wir nennen
etwas identisch der Zahl oder der Art oder der Gattung nach: der Zahl
nach identisch das, was mehr als einen Namen hat, aber nur ein Ding

ist, ...; der Art nach, was mehr als eines ist, aber keinen Unterschied
in der Art aufweist, ... der Gattung nach identisch, was unter dieselbe
Gattung fillt, ...

[1,S.9]

Mensch und Mensch sind Aristoteles art-identisch, Mensch und Pferd gattungs-
identisch. Diese interessieren hier nicht, die von Aristoteles erwihnte Zahl-Identitét
ist erkennbar das, was mit der semantischen Festlegung gefat werden soll.” Den
Aspekt der Ersetzbarkeit hat er auch gesehen (er verweist darauf, dal man die
Bezeichnungen vertauschen kann [1, S. 10]) und schreibt spéter genauer:

Ob aber etwas mit etwas identisch oder von ihm verschieden ist . .. muf3
man nach den Beugungsformen, dem Begriffsverwandten und dem
Entgegengesetzten beurteilen. ... Endlich mufl man die Identitét be-
urteilen nach dem Hervorbringenden und Zerstérenden, dem Werden
und Vergehen und iiberhaupt nach allem, was zu beiden das gleiche
Verhiltnis hat: bei allem, was schlechthin identisch ist, ist es auch

"Nicht ganz genau, Aristoteles betrachtet nicht singulire Terme (Namen), sondern vorrangig
generelle Terme.
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sein Werden und Vergehen, was es hervorbringt und was es zerstort.
Man muf} auch sehen, ob, falls von zwei Dingen eines irgend etwas
am meisten sein soll, auch von dem anderen in ebendieser Hinsicht
das Pridikat ,,am meisten* gilt ...

[1,S. 161]

Uberhaupt muB man alles ins Auge fassen, was wie immer von jedem
der beiden ausgesagt wird und wovon beide ausgesagt werden®, und
muB sehen, ob irgendwo die Ubereinstimmung fehlt. Was von dem
einen, mufl von dem anderen, und wovon das eine, von dem muf}
auch das andere ausgesagt werden.

[1, S. 164]

Nicht jeder Philosoph kann sich mit dem durch Definition 20 vorgegebenen Ver-
standnis von Identitit anfreunden. Hegel hilt den Satz der Identitdt (bei ihm als
A = A formuliert, [12, S. 28]) fiir den Ausdruck einer leeren Tautologie — damit
hat er Recht, denn a = a ist wahr in allen Modellen. Nach Hegel hat der Satz
der Identitit noch einen anderen Ausdruck: A kann nicht zugleich A und Nicht-A
sein [12, S. 31]. Da man singulidre Termini (Namen beispielsweise) nicht negieren
kann, wird es sich bei den A also um generelle Termini handeln und man muf3
Hegels anderen Ausdruck wohl so interpretieren, daf3 A nicht gleichzeitig A und
etwas von A Verschiedenes sein kann (ein Baum etwa und etwas ganz anderes —
eine Zahl). Das trifft aber nicht nur auf A zu, sondern auf iiberhaupt alles: Nichts
kann sowohl A als auch etwas von A ganz Verschiedenes (im Sinne einer Ter-
mnegation) sein. Es ist vollig unklar, welche Rolle die Identitit dabei spielt. Dal3
Hegel tatsichlich ein vollig anderes Verstindnis von dieser Relation hat, zeigt sich
ein paar Seiten weiter bei der Behandlung der Verschiedenheit, die im Zusammen-
hang mit der Identitét steht:

Alle Dinge sind verschieden, oder: Es gibt nicht zwei Dinge, die ein-
ander gleich sind. — Dieser Satz ist in der Tat dem Satze der Identitét
entgegengesetzt, denn er sagt aus: A ist ein Verschiedenes, also A ist
auch nicht A; oder A ist einem andern ungleich, ...

[12, S. 38]

Hier verwendet Hegel fiinf Formulierungen:

8Die pridikative Verwendung verweist wieder darauf, da8 Aristoteles generelle Termini be-
trachtet.
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1. Alle Dinge sind verschieden.

2. Es gibt nicht zwei Dinge, die einander gleich sind.
3. Aistein Verschiedenes.

4. Aist auch nicht A.

5. A st einem anderen ungleich.

Das Zitat 148t sich nur so interpretieren, dal die fiinf Formulierungen untereinan-
der dquivalent sind und daB sie dem Satz von der Identitit (A = A) ,.entgegenge-
setzt” sind. Letzteres kann kaum heilen, daf diese Sdtze Negationen des Satzes
von der Identitét sind, denn Hegel hilt sie fiir wahr. Im folgenden wird versucht,
die Hegelschen Sitze zu explizieren.

Alle Dinge sind verschieden.

Dies kann heiflen, da3 alle Dinge von sich selbst verschieden sind, oder aber, daf3
alle Dinge untereinander verschieden sind: Vz ~x = x oder VaVy ~z = y. Die
Aussage Vo ~x = x ist eine Kontradiktion, ihre Negation ist ableitbar:

1. {} Vez==x Ref
2. {} zxz==z BV
3. {3} Vear~x=2x Hypothese
5. {3} ~x=2x BY
6. {} ~Vr~zx==x E ~

Die Aussage VoVy ~x = y ist ebenfalls eine Kontradiktion:’

M,v EVaVy ~x =y Annahme
Mv, EVy ~z =y fiir alle v,
M, vy | ~r =y fiir alle v,
M, vy Fx=y fiir alle v,
My Er=y fiir kein v,
<ny(l‘), me(y» S I(:) fiir kein Vgy

Fiir alle v, (x) = v, (y) gilt jedoch (Vuy (), vy (y)) € Z(=).

Der Satz ist also in beiden Interpretationen dem Satz von der Identitét buchstéblich
,entgegengesetzt®, aber auch logisch falsch.

Vergleiche Abschnitt 1.1.2.



70 KAPITEL 2. VARIATIONEN

Es gibt nicht zwei Dinge, die einander gleich sind.

Wie im gleich folgenden Abschnitt zu Anzahlaussagen gezeigt werden wird, wird
die Phrase ,,es gibt zwei ... “ unter Zuhilfenahme von negierten Identitdtsaussagen
in die Sprache der Pridikatenlogik iibersetzt. Tatsdchlich wird die Aussage dann
eine Tautologie, wie der Satz von der Identitit:

~Jrdy(~r =y Az =vy)

— Es gibt keine Gegenstinde, die untereinander nicht identisch sind und auch
gleich. Einen Gegensatz zum Satz von der Identitét gibt es nicht. Hétte Hegel aber
eine der ersten Aussage dquivalente Aussage formulieren wollen (was er nicht ge-
tan hat), dann hitte er sagen konnen: Es gibt keine Dinge, die einander gleich
sind. Da damit die Bedingung fillt, da es sich um zwei, also um numerisch
verschiedene Dinge handeln soll, ergibt sich die kontradiktorische, der Aussage
VaVy ~x = y eng verwandte Aussage ~3xdy x = y.

A ist ein Verschiedenes.

Dieser Satz ist verniinftigerweise hochstens so zu interpretieren, dafl es etwas gibt,
wovon sich A unterscheidet. Nun benutzt Hegel den Buchstaben ,,A als Leer-
stelle, wie eine Variable. Es ist eine angemessene Vermutung, da3 Hegel meint,
daB ein beliebiger Gegenstand ein Verschiedenes ist. Dann 14t sich das so aus-
driicken:

Voedy~x =y

Diese Formel ist — im Gegensatz zu den bisher betrachteten — erfiillbar, aber kei-
ne Tautologie. Es 148t sich leicht ein Modell angeben, in welchem sie falsch ist
und eines, in dem sie wahr ist: In jedem Modell mit einem Gegenstandsbereich
mit genau einem Gegenstand ist die Formel falsch (denn die beiden Variablen
konnen nur mit dem einen gleichen Gegenstand belegt werden und damit gilt
Vay () = Vyy(y). In jedem Gegenstandsbereich mit mehr als einem Element kon-
nen die Variablen unterschiedlich belegt werden und die Formel wird wahr. An-
ders gesagt, legt die Formel auf Individuenbereiche fest, in denen es mehr als
einen Gegenstand gibt. In diesen gilt selbstverstdandlich das Gesetz von der Iden-
titdt und man konnte sagen, dafl beide Aussagen insofern ,,entgegengesetzt* sind,
indem einer sichert, da3 es fiir alles etwas gibt, was ihm gleich ist, der andere
jedoch, dal} es etwas gibt, was sich von ihm unterscheidet.

A ist auch nicht A.

Hegel verwendet ,,nicht A“ und nicht, wie an anderer Stelle um eine Termnegation
zu bezeichnen, ,,Nicht-A“. Dann bleiben fiir das ,,nicht” noch zwei Interpretatio-
nen iibrig, von denen in der klassischen Préadikatenlogik nur eine zuléssig ist. Dies
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ist die aussagenlogische Negation, der Satz wird expliziert als ~x = x (eventu-
ell mit Quantoren oder einer Konstanten anstelle der Variablen). Das Ergebnis
ist in jedem Falle eine Kontradiktion. Interessanter ist der — aus der klassischen
Logik herausfiihrende — Versuch, eine Priadikatnegation zu verwenden: ,,ist-nicht-
identisch® oder ,,un-identisch. Dann besagt der in Frage stehende Satz, da} ein
oder jeder Gegenstand un-identisch mit sich selbst ist. Aus Un-Identitit folgt je-
doch Nicht-Identitdt und sollte die Semantik fiir die Un-Identitdt so aufgebaut
sein, da} solche Aussagen falsch in jedem Modell sind.

A ist einem anderen ungleich.
Dies ist, wie oben bereits beschrieben, eine erfiillbare Aussage die auf Modelle
mit mehr als einem Element im Gegenstandsbereich festlegt.

Hegel hat also im zitierten Abschnitt eine Tautologie, Kontradiktionen und
erfilllbare Aussagen verwendet. Eine Definition wie 20 pafit also vermutlich gar
nicht zu seinen Gedanken denn er glaubt schlieBlich, synonyme Aussagen getrof-
fen zu haben.

Satz 24 Die Identitdit ist symmetrisch und transitiv.

Beweis

1. {1} z=y Hypothese

2. {} z==2 Ref

3. {} z=yD@=r=y=1) Sub

4. {1} (z=z=y=ux) BDO1,3

5. {1} z=zDy==x abgeleitete Regel

6. {1} y==x BD>25

7. {} x=yDy==x ED1,6

8. {} VaVy(r=yDy==x) 2xEVY

1. {1} z=y Hypothese
2. {} z=yDdy=z=2=2) Sub
3. {1} y=z=zx==z BD31
4. {1} y=zDx==z abgeleitete Regel
5. {} 2=yDy=2z>x=2) ED 1,4
6. {} VaVyVz(zx=yD(y=z2Dz=2)) 3xEY
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Mit der Einfiihrung der Identititsrelation sind die Ausdrucksmoglichkeiten der
Priadikatenlogik — im Gegensatz zur Einfithrung der Operatoren A, V, 3 — we-
sentlich erweitert worden. Wihrend mit den Quantoren nur Aussagen dariiber
gemacht werden konnen, ob ein bestimmtes Préadikat {iberhaupt auf irgendwel-
che Gegenstidnde im Individuenbereich zutrifft oder nicht, kann man mit Hilfe der
Identitdt Anzahlaussagen treffen: Es gibt mehr als eine (also: mindestens zwei)
Ursache fiir jedes Ereignis; es gibt hochstens vier Urelemente; es gibt genau einen
Erstbeweger.

Beispiel 21

Vedy3z(Q(y, z) A Q(z, ) A~y = 2)

3I13I23(L’33$4(P(I1) VAN P(Z‘Q) VAN P(I‘3) VAN P(ZE‘4)/\
Vy(P(y) Do =yVay=yVaz=yVry=y))

Jz(Py(z) AVy(Pi(y) Dz =1y))

Der erste Satz besagt, daf; es fiir jedes Ereignis zwei gibt, die jeweils Ursache
des ersten sind und untereinander nicht identisch. Dies heifst natiirlich nicht, dafs
es nicht noch andere Ursachen geben konnte oder eine der Ursachen mit ihrer
Wirkung identisch sein konnte. Der zweite Satz besagt, daf3 es vier Gegenstdnde
gibt, die Urelemente sind, und daf} jedes Ding, welches Urelement ist, eines dieser
vier ist. Das heifsit nicht, daf3 es nicht auch nur drei Urelemente geben kionnte.
Grundsditzlich lassen sich mit diesen beiden Aussagentypen ,,exakt n soundso ‘-
Ausdriicke konstruieren. Die einfachste Version hat ein Beispiel im dritten Satz —
es gibt einen Erstbeweger und alles, was Erstbeweger ist, ist dieser.

Wenn es genau einen Gegenstand einer bestimmten Art gibt, dann kann man die-
sen Gegenstand unter Zuhilfenahme dieser Eigenschaft eindeutig charakterisie-
ren: derjenige, welcher.

2.2.2 Die bestimmte Kennzeichnung

Bestimmte Kennzeichnungen (definite Deskriptionen) spielen in der Philosophie
eine groB3e Rolle. Hier sind einige Beispiele:

Beispiel 22
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1. Dasjenige, iiber welches hinaus nichts grofleres gedacht werden kann, ist
Gott.

2. Die erste Ursache aller Bewegung ist selbst unbewegt.

Solche Ausdriicke sind auch in der natiirlichen Sprache weit verbreitet. Der
Grund dafiir ist, daB es nur sehr wenige Gegenstéinde gibt, die echte Namen tragen:
Menschen, manche Haustiere, geographische Orte wie Berge und Fliisse gehoren
dazu, aber auch Kraftfahrzeuge (Kennzeichen) oder Rechner im Netz. In den aller-
meisten Fillen haben Gegenstiinde gar keine solchen Namen, beispielsweise die
meisten Tiere, Pflanzen, Steine, Elektronen, Hochzeiten, Vulkanausbriiche. Aber
selbst wenn Namen vorhanden sind, sind dem Sprecher oder dem Horer nicht be-
kannt, und so bezieht man sich mit Hilfe von Beschreibungen auf Gegensténde.
Dazu wird ein Operator benutzt, der zu einer Beschreibung — das ist eine Formel
mit einer freien Variablen — den Trédger der Beschreibung liefern soll:

Definition 21
Wenn A eine Formel ist und i deren einzige Variable, ist i A ein Term.

Uber solche Terme soll genauso pridiziert werden kénnen, wie iiber echte Namen.
Natiirlich gibt es einen Unterschied zwischen den Aussagen ,,Auf dem Tscho-
molungma liegt Schnee®, ,,Auf dem Mount Everest liegt Schnee* und ,,Auf dem
hochsten Berg der Erde liegt Schnee®. Horer oder Sprecher mogen nicht wissen,
dafl der Tschomolungma der Mount Everest ist und dieser der hochste Berg der
Erde. Es kann daher sein, dal man einen oder zwei der Séitze fiir wahr hilt, den
dritten aber nicht bewerten kann oder will oder gar fiir falsch hilt. Da es in unse-
rer Welt allerdings der Fall ist, da3 Z(Tschomolungma)=Z(Mount Everest)=Z(der
hochste Berg der Erde), ist jeder der Sétze genau dann wahr, wenn der Mount
Everest Element der Menge ist, die durch die Interpretationsfunktion dem Pradi-
kat ,tragt Schnee* zugeschrieben wird. In diesem Sinne sollen bestimmte Kenn-
zeichnungen genauso funktionieren wie Individuenkonstanten.

Der wesentliche Unterschied zwischen Indidividuenkonstanten und bestimm-
ten Kennzeichnungen besteht darin, dafl die Individuenkonstanten definitionsge-
mil perfekt referieren: Jeder Konstanten wird durch die Interpretationsfunktion
genau ein Element des Gegenstandsbereiches zugeschrieben. Es gibt keine lee-
ren Namen und auch Mehrdeutigkeiten sind durch die Formulierung der Seman-
tik ausgeschlossen. Fiir bestimmte Kennzeichnungen kann man das nicht voraus-
setzen, eine Phrase wie ,.die Ursache des Ublen* kann leer sein (wenn es keine
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Ursache fiir das Uble gibt), kann gelungen bezeichnen (wenn es genau eine ent-
sprechende Ursache gibt) und kann auch mehrdeutig sein (wenn es mehr als eine
Ursache fiir das Uble gibt). Dies ist davon abhingig, in welcher Art von Welt wir
leben.

Unter welchen Bedingungen wiirde man eine Aussage wie

Die erste Ursache aller Bewegung ist selbst unbewegt

als wahr bezeichnen? Bertrand Russell [23] hat vor etwa einhundert Jahren darauf
hingewiesen, dal} es dazu einer ersten Ursache aller Bewegung bedarf, diese auch
nicht mehrfach vorkommen darf und sie schlieBlich dann noch selbst unbewegt
sein muf}. Russell hat vorgeschlagen, Sdtzen wie den genannten auf entsprechende
Weise umzuschreiben:

Es gibt eine erste Ursache aller Bewegung und sie ist die einzige und sie ist
selbst unbewegt.

Die formalen Mittel fiir eine solche Ersetzung sind bereits in der Pradikatenlogik
mit Identitét enthalten.

Definition 22

Seien Ay und A, Formeln mit einer freien Variablen und i eine Variable. Dann
gilt:

M,v = As(1A1) =gen M,v | Ji(A1(0) AVI(AL(5) Di=j) A Ay(D))

Damit konnen bestimmte Kennzeichnungen aus der Sprache eliminiert wer-
den, im rechten Teil der Definition kommen gar keine mehr vor. Die Festlegung
erlaubt es, anstelle von Sidtzen mit bestimmten Kennzeichnungen andere Sitze
zu bewerten und aus deren Wahrheit oder Falschheit auf die der Ausgangssitze
zu schlieBen. Dall wir in der Sprache Kennzeichnungen bilden konnen, die nicht
eindeutig referieren, spielt nun keine Rolle mehr. Auf welche Weise kann der Bei-
spielsatz iiber die erste Ursache aller Bewegung fehlschlagen?

e Es gibt gar keine erste Ursache aller Bewegung. Dann gilt nicht
M, v |= Jx ersteUrsache(x)
und damit auch nicht
M, v =
Jx(ersteUrsache(z) A Vy(ersteUrsache(y) D x = y) A unbewegt(z)).
Dann gilt M, v [~ unbewegt(z ersteUrsache(x)).
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e Es gibt mehr als eine erste Ursache aller Bewegung. Dann gilt nicht
M, v |= JxVy(ersteUrsache (y) D x = y)
und damit auch nicht
M, v =
Jz(ersteUrsache(z) A Vy(ersteUrsache(y) D « = y) A unbewegt(z)).
Dann gilt M, v |~ unbewegt(z ersteUrsache(x)).

e Es gibt zwar eine erste Ursache aller Bewegung, aber sie ist nicht selbst
unbewegt. Dann gilt
M, v =
Jdz(ersteUrsache(x) A Vy(ersteUrsache(y) D x = y) A ~ unbewegt(z)).
Dann gilt auch M, v [~ unbewegt(Z ersteUrsache(z)).

Der Punkt auf den es ankommt ist der, da3 der Terminus, der eine bestimm-
te Kennzeichnung ausdriickt, in der Russellschen Formulierung gar nicht mehr
vorkommt. Entsprechend einfach lassen sich auch negative Existenzaussagen mit
bestimmten Kennzeichnungen verwenden:

Es gibt keine erste Ursache aller Bewegung
ist eine negierte quantifizierte Aussage:
~3Jz ersteUrsache(x).

Negative Existenzaussagen mit Namen (Individuenkonstanten) kommen in der na-
tiirlichen Sprache genauso selbstverstindlich vor, immer wieder kann man Sitze
horen wie

Pegasus gibt es nicht,
Den Weihnachtsmann gibt es nicht.

Die Hoffnung, solche Aussagen adidquat mit Hilfe des Existenzquantors und der
Identitiitsrelation in der Sprache der Pradikatenlogik auszudriicken, schldgt fehl.
,Pegasus® und ,,der Weihnachtsmann* sind Eigennamen, die iiblicherweise durch
Konstanten expliziert werden, beispielsweise a und b:

Z(a) = Pegasus *
Z(b) = der Weihnachtsmann

Dann konnte man meinen, die ,,gibt es nicht“-Formulierungen sind mit folgendem
Schema auszudriicken:
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~di 1 = j, wobei j die entsprechende Konstante ist

— es gibt kein ¢, das ein j wire. Dies kann aber nicht funktionieren. Da die Kon-
stante j interpretiert ist, gibt es ein Element im Interpretationsbereich, auf das die
Belegung die Variable 7 so abbilden kann, daf : = j erfiillt ist — nimlich den Funk-
tionswert der Interpretationsfunktion fiir j. Damit kann ~3i ¢ = j fiir kein Modell
wahr werden und tatsdchlich ist Vk3i ¢ = k eine Tautologie (und beweisbar). In-
dem man Namen als Individuenkonstanten verwendet, verpflichtet man sich in
der klassischen Pridikatenlogik auf eine entsprechende Entitéit im Individuenbe-
reich. Die oben mit * gekennzeichnete Interpretation der Konstanten erzwingt das
Vorhandensein von Pegasus und Weihnachtsmann im Individuenbereich, sie sind
Gegenstidnde. Damit ist es aber nun nicht mehr moglich, ihre Existenz zu vernei-
nen, denn dazu miiflite man sich auf sie beziehen und ihren Namen verwenden.
Das Problem ist unter der Bezeichnung ,,Platons Bart* bekannt geworden — auf
die Aussage, dal es den nicht gebe, konne man fragen, was das denn sei, das es
da nicht gibt.

Um dieses Problem herum ist eine ganze Menge Literatur geschrieben worden,
und da die klassische Pridikatenlogik tatsidchlich solche Aussagen wie die iiber
Pegasus oder den Weihnachtsmann entweder einfach nicht betrachtet, oder aber
,mythologische Existenz®, , Existenz als Objekt des Denkens* und andere eher
obskure Konzepte ins Spiel bringt, ist es auch gegen die (Verwendbarkeit und
Angemessenheit der) Logik eingewendet worden. An dieser Stelle soll lediglich
ein einziger Losungsweg aufgezeigt werden, den Quine [22] im engen Anschluf3
an Russells Theorie der bestimmten Kennzeichnungen vorgeschlagen hat.

Quines Idee l4uft darauf hinaus, Eigennamen als Abkiirzungen von entspre-
chenden bestimmten Kennzeichnungen zu verstehen. Fiir ,,Pegasus® schligt er
vor, ,,das gefliigelte Pferd, das Bellerophon erbeutet hat* zu verwenden. Der oben
erwihnte Satz liber die Nichtexistenz von Pegasus wird in dieser Analyse zu

Das gefliigelte Pferd, das Bellerophon erbeutet hat, gibt es nicht

und diese Aussage ist mit den Mitteln der Priadikatenlogik gut zu verstehen. Kon-
kret ist sie wahr, wenn es im Individuenbereich kein Pferd gibt, welches sowohl
gefliigelt als auch von Bellerophon erbeutet worden ist. Quine weist darauf hin,
daf} die charakteristische Eigenschaft nicht unbedingt besonders interessant oder
informativ sein muf}, die einzig wichtige Bedingung ist, dal} sie den Gegenstand
eindeutig kennzeichnet. Im Extremfall spricht laut Quine nichts dagegen, Eigen-
schaften wie ,,Pegasus-Sein“ oder auch ,,Pegasieren* zu verwenden. Individuen-
konstanten (Namen, fiir die natiirliche Sprache) sind dann nicht unbedingt not-
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wendig, da immer die entsprechenden Kennzeichnungen verwendet werden kon-
nen. Insbesondere leisten die Namen in dieser Konzeption keinerlei Beitrag zur
ontologischen Belastung von Theorien, es sind eher Worte wie ,.einige, ,kei-
ne‘ oder ,,derjenige®, die den ontologischen Rahmen bestimmen. Das beriichtigte
Diktum, nach dem Sein heil3t, der Wert einer gebundenen Variable zu sein, redu-
ziert sich auf die pridikatenlogische Trivialitit, daB alle akzeptierten Entitdten im
Wertebereich der Belegungsfunktion liegen.

2.3 Funktionen

Mit Quines Methode gelingt es, auf Objekte die Namen haben mit bestimmten
Kennzeichnungen zu referieren. Umgekehrt ist es selbstverstindlich so, dall — zu-
mindest in der natiirlichen Sprache — nicht alle Gegenstinde, auf die man mit
bestimmten Kennzeichnungen Bezug nehmen kann, auch einen Namen haben.
Gerade dazu verwendet man ja Kennzeichnungen héufig, um sich auf Gegenstén-
de ohne Namen zu beziehen.

Grundsitzlich kann man davon ausgehen, daf interessante Sprachen weniger
Namen als Gegenstinde im Interpretationsbereich haben und in der Regel auch
iiber Mittel verfiigen, Namen neu zu bilden. Mit diesen Namen kann man sich
dann auf Gegenstinde beziehen, die noch keinen (alten, vorgegebenen) Namen
haben oder bereits eine Bezeichnung in der Sprache besitzen.

Beispiel 23

e Betrachten wir das Prddikat ,,sind Briider”. Es kann auf unterschiedlich
grofle Gruppen von Personen angewendet werden: ,,Adam und Bert sind
Briider*, ,,Adam, Bert und Chris sind Briider*, ,,Adam, Bert, ..., und Karl
sind Briider* und so fort. Dabei ldft sich ,, Briider® ganz gewifs nicht so
behandeln, wie etwa ,,Boxer“, denn ,,Adam und Bert sind Boxer* ist eine
stilistische Variante des (aussagenlogisch) komplexen Satzes ,,Adam ist ein
Boxer und Bert ist ein Boxer* wdhrend ,,Adam ist ein Bruder und Bert
ist ein Bruder* offenkundiger Unsinn ist. Die naheliegende Losung besteht
darin, daf3 ,,sind Briider* Gesamtheiten zum Subjekt hat, ein einstelliges
Pridikat ist. Solche Gesamtheiten werden auch als Tupel bezeichnet, Paare
und Tripel sind Beispiele fiir Tupel (ndmlich 2-Tupel und 3-Tupel). Zwei der
eben verwendeten Sctze sehen dann so aus:
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sindBriider({((Adam, Bert)));
sindBriider(((Adam, Bert, Chris)))

mit ({...)) als Funktion, die aus zwei Termen (Individuenkonstanten, Indivi-
duenvariablen, Tupeln) einen Paar-Term und aus dreien einen Tripel-Term
und generell aus n Termen ein n-Tupel bildet'°. Das ,,und“ in ,,Adam und
Bert sind Briider* ist also kein aussagenlogisches Und, keine Konjunktion,
sondern das Und der Paarbildung. Ldfst man die Tupelbildung zu, gehoren
neben den Gegenstinden auch Paare, Tripel usw. zum ontologischen Inven-
tar. Das heifst unter anderem, daf3 sich Worte wie ,,alle* und ,,manche “
auch auf Tupel beziehen und Tupel Eigenschaften haben konnen, die (ein-
zelnen, nicht iiber die Tupelbildung konstruierten) Gegenstinden nicht zu-
kommen. So werden Ehepaare anders besteuert als Einzelpersonen und die
Skatrunde trinkt einen Kasten Bier am Abend aus (was keiner der Spieler
schafft).

e Worte sind genauso gute Gegenstinde wie die durch sie bezeichneten Ge-
genstdinde selbst — und das trifft sogar auf Wortgruppen und Sditze zu, bei
denen vielleicht noch nicht so ganz klar ist, was sie bezeichnen. Man kann
iiber Worte Aussagen treffen, so ist ,, ‘kurz’ ist kurz“ wahr, wihrend ,, ‘lang’
ist lang*“ falsch ist. Zu beachten ist, das ein Gegenstand und sein Name
stets verschiedene Gegenstinde sind — ‘Adam’ ist ein Name, Adam aber
nicht. Mit der gleichen Methode, mit Anfiihrungszeichen ndmlich, bilden
wir Namen von Sdtzen: ,, ‘kurz’ ist kurz* steht einige Zeilen weiter oben
und dem Satz wurde das Prddikat wahr zu sein zugeschrieben. Die Anfiih-
rungszeichen verschiedener Art und verwandte Konstrukte dienen dazu, aus
Ausdriicken die Namen dieser Ausdriicke zu bilden.

Funktionen konnen ganz abstrakt in die Sprache der Pridikatenlogik einge-
fithrt werden. An dieser Stelle werden nur Terme betrachtet, die mittels Funktio-
nen aus Termen (und nicht aus anderen sprachlichen Einheiten) gebildet werden
konnen. Dazu werden zunichst die Mittel syntaktisch zur Verfiigung gestellt und
anschlieBend wird iiber eine semantische Festlegung gesichert, da3 das Resultat
der Anwendung einer Funktion einen Wert aus dem Interpretationsbereich zuge-
schrieben bekommt. Die folgende Definition ist also als Erginzung zu den Defi-
nitionen 2 auf Seite 6 und 5 auf Seite 9:

0Verniinftigerweise werden fiir die formale Verwendung Tupelbildungen fiir jedes n eingefiihrt,
also eine Funktion fiir jede Zahl von Argumenten.
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Definition 23

1. Zum Alphabet wird eine Liste von n-stelligen Funktionssymbolen

1 1 n n
V1, Vgy ooy Upy e o3 Uppyv v

hinzugefiigt.
2. Termdefinition

(a) Individuenvariablen und Individuenkonstanten sind Terme.

(b) Wennt;, einn-stelliges Funktionssymbol ist und iy, . .. 1, sind Terme,
so ist " (iy, ..., 1,) ein Term.

3. Definition einer Prddikatformel

Wenn f ein n-stelliges Prddikat ist und 1, . . . i, sind Terme, so ist
fr(iy, ..., 1i,) eine Pridikatformel (atomare Formel).

4. Die Interpretationsfunktion T wird so erweitert, daf} sie jedem Funktions-
symbol t) eine n-stellige Funktion auf dem Interpretationsbereich zuschreibt:
Z(t1) ist eine Funktion F' : D" +— D
und
Z(tr (i1, ... yin)) = Z(P)(Z(i1),. .., Z(in)).

Wirklich interessante Probleme mit der Identitit ergeben sich erst, wenn neben
Namen Funktionen und bestimmte Kennzeichnungen verwendet werden. Namen
tragen, im Gegensatz zu Kennzeichnungen und funktionalen Bezeichnungen, kei-
nen semantischen Gehalt — man kann an den Namen ohne faktisches Wissen iiber
das Modell nicht erkennen, welcher Gegenstand gemeint ist oder ob zwei Namen
den gleichen Gegenstand bezeichnen. Frege hat darauf hingewiesen, da3 selbst
dieser einfache Fall nicht unproblematisch ist:

Beispiel 24

a = a und a = b sind offenbar Sditze von verschiedenem Erkenntnis-
werte: a = a gilt a priori und ist nach Kant analytisch zu nennen,
wdhrend Scitze von der Form a = b oft sehr wertvolle Erweiterungen
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unserer Erkenntnis enthalten und a priori nicht immer zu begriinden
sind.
[9, S. 424]

Frege verweist darauf, daf} eine (wahre) Aussage a = b schliefflich genau wie
a = a das Bestehen der mit ,,=* bezeichneten Relation eines Gegenstandes zu
sich selbst bezeichnet, also eigentlich genauso uninformativ sein sollte, wie jene.
Ist sie aber nicht, denn daf3 der Morgenstern der Abendstern ist, ist unter Umstdn-
den eine neue Information und jedenfall irgendwann einmal eine echte Erkennt-
nis gewesen. Daf3 der Morgenstern der Morgenstern ist, ist jedoch analytisch und
trigt keine Information. Bekanntlich unterscheidet Frege zwischen der Bedeutung
eines Ausdrucks (fiir Eigennamen sind das die bezeichneten Gegenstinde) und
seinem Sinn (der Art und Weise des Gegebenseins dieses Gegenstandes). Freges

Losung sieht dann so aus:

Wenn nun a = b ist, so ist zwar die Bedeutung von ,,b* dieselbe wie
die von ,,a“ und also auch der Wahrheitswerth von ,,a = b*“ derselbe
wie von ,,a = a“. Trotzdem kann der Sinn von ,,b*“ von dem Sinne von
,»a ' verschieden sein, und mithin auch der in ,,a = b* ausgedriickte
Gedanke verschieden von dem von ,,a = a** ausgedriickten sein; dann
haben beide Siitze auch nicht denselben Erkenntniswerth.'!

[9, S. 439]

Mit dem in der Definition 20 beschriebenen Apparat ist es leicht zu erkldren, worin
der Unterschied zwischen der Aussage a = a und der wahren Aussage a = b be-
steht: Die erste ist wahr unter jeder Interpretation der Individuenkonstanten, die
zweite besagt genau, daf3 die beiden Konstanten gleich interpretiert sind. Tatsdch-
lich heifst das auf der semantischen Seite (als Bedingung im Modell formuliert),
daf} rechts und links der metasprachlichen Relation = in beiden Fidllen genau
das gleiche metasprachliche Zeichen zur Bezeichnung eines bestimmten Elemen-
tes aus dem Interpretationsbereich steht. Die fehlende neue Information besteht
darin, daf3 die Wahrheit der Aussage a = b auf Modelle festlegt, in denen das
so ist. Um im Beispiel zu bleiben: Der Morgenstern ist immer der Morgenstern,
was immer der Morgenstern auch sonst noch ist. Wenn aber der Morgenstern der
Abendstern ist, wissen die Sprecher sich in einer Welt, in der das mit ,,Morgens-
tern* bezeichnete und das mit ,,Abendstern* bezeichnete das gleiche sind — was

" Frege verwendet in dieser Passage die Anfiihrungszeichen, um Namen von Ausdriicken — von
Namen und Sitzen — zu bilden. ,,Sinn von* und ,,Bedeutung von* kann man verniinftig nur von
Ausdriicken sagen, nicht von anderen Gegenstinden.
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immer dies auch ist. Das muf3 natiirlich nicht so sein — es ist leicht sich eine Welt
vorzustellen, in der der Morgenstern die Venus und der Abendstern der Mars ist.

Um das néchste philosophiehistorisch interessante Beispiel vorzubereiten, wird
ein konkretes Modell betrachtet: Sei der Interpretationsbereich D die Menge der
Natiirlichen Zahlen. Verwendet wird eine iibliche priadikatenlogische Sprache mit
Identitdt und den Individuenkonstanten 1,2,...,n,... sowie einer Funktion +,
die die Rolle der Addition iibernimmt. Die entsprechenden Regeln fiir die Inter-
pretation sind

I(+) = +
(1) =1
7(2) =2
I(m) = n

Die unterstrichenen und fettgesetzten Zahlen gehoren zur Sprache und bezeich-
nen die entsprechenden natiirlichen Zahlen im Interpretationsbereich. Wie dhn-
lich im Falle der Identitétsrelation bezeichnet das bloe Zeichen + eine Funktion
in der Sprache, der die mathematische Addition 4 (gepunktet) im Bereich der
natiirlichen Zahlen entspricht. Welchen Regeln + entspricht, wei man aus der
Schulmathematik, die Regeln fiir + miissen axiomatisch festgelegt werden'?.

Beispiel 25

Sind mathematische Urteile synthetisch oder analytisch? Das hdngt selbstver-
standlich davon ab, was man unter ,,analytisch* und ,,synthetisch* versteht. Au-
Jerdem konnte es immerhin sein, daf3 sich nicht alle ,,mathematischen* Urtei-
le gleich verhalten. Gegenstand sind deshalb hier einfache arithmetische Urteile
und Kants Verstindnis von ,,analytisch*: Erstens versteht er analytische Urteile
als diejenigen, die nach dem Satze des Widerspruchs eingesehen werden konnen.
Grob gesagt heifst das, daf3 die Annahme des Gegenteils (der Negation) ohne wei-
teres Wissen zu einem Widerspruch fiihren wiirde. Zweitens bezeichnet er die Ur-
teile als analytisch, in denen das Pridikat bereits im Subjekt enthalten ist.'> Im
folgenden Zitat hdilt er sich an die zweite Deutung:

12In einem spiteren Abschnitt wird das getan werden.

130b und unter welchen Bedingungen die beiden Charakterisierungen #iquivalent sind, wird hier
nicht untersucht. Der schwierige Punkt ist, dal Kant die traditionelle Logik voraussetzt und iiber
Begriffe redet. Um das angemessen darstellen zu konnen, benétigt man eine Terminitheorie.
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Mathematische Urteile sind insgesamt synthetisch. ... Man sollte zwar
denken: dass der Satz 7T+ 5 = 12 ein bloss analytischer Satz sei, der
aus dem Begriffe einer Summe von Sieben und Fiinf nach dem Sat-
ze des Widerspruches erfolge. Allein, wenn man es ndher betrachtet,
so findet man, dass der Begriff der Summe von 7 und 5 nichts weiter
enthalte, als die Vereinigung beider Zahlen in eine einzige, wodurch
ganz und gar nicht gedacht wird, welches diese einzige Zahl sei, die
beide zusammenfasst.

[14, S. 67, 69]

Kant verweist dann darauf, daf3 man die Anschauung brauche, um die Zwolf in
der Summe von Sieben und Fiinf zu finden. Kann man die Zwolf nicht finden?
In der oben beschriebenen Sprache lautet Kants Satz

+(7,5) =12

und damit er wahr ist, sollte gelten

das heifst
I(+)(Z(7),Z(5)) = 2(12)

Letzteres ist eine Aussage aus der Schulmathematik, keine (formale) arithmeti-
sche Aussage, sie besagt etwas iiber die Verhdltnisse im Bereich der natiirlichen
Zahlen:

745 =12

+ ist in der Schulmathematik eine Funktion, deren Wert fiir die Argumente 7 und
5 genau 12 ist. Anders ausgedriickt: Z(+)(Z(7),Z(5)), als 7+5, ist nichts ande-
res als 12. Man kann die Zwolf also durchaus finden und solche mathematischen
Urteile sind analytisch, solange die Semantik die Schulmathematik enthdilt.

Beispiel 26 Die Argumentation aus Beispiel 25 lif3t sich nicht auf beliebige Iden-
titdtsaussagen anwenden, es gibt synthetische Identitiitsaussagen. Ein Beispiel
ist Freges ,,der Morgenstern ist der Abendstern®. Wihrend man kein Weltwis-
sen braucht, um die Zwolf als die Bedeutung von T-5 zu erkennen, muf3 man
empirische Tatsachen zur Kenntnis nehmen, um Z(Morgenstern) als den gleichen
Himmelskorper (die Venus) wie Z(Abendstern) erkennen zu konnen. Um mit Kant
zu sprechen: Im Begriff des Morgensterns ist es nicht enthalten, der Abendstern
Zu sein.
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Man kann die Konstanten ,,Morgenstern* und ,,Abendstern* auch als Abkiir-
zungen fiir die entsprechenden Kennzeichnungen betrachten, die aufgrund ihres
Aufbaus semantischen Gehalt haben — sie beinhalten Prddikate, mit denen Sdtze
gebildet werden konnen. Die Identitditsaussage sieht damit vielleicht so aus:

JxIy(L(x) AVz(L(2) D x=2) ANE(y) AV2(E(2) D y=2) A z=1y)

(Es gibt Dinge so, daf; eines der letzte Stern am Morgen ist und fiir alles gilt, daf3
wenn es letzter Stern am Morgen ist, es dieses Ding ist, und eines erster Stern am
Abend ist und fiir alles gilt, daf3 wenn es erster Stern am Abend ist, es dieses Ding
ist, und diese Dinge sind gleich.)

Falls man nun zeigen konnte (vermutlich kann man es nicht), daf3 die Ge-
setze der Astronomie (und der Physik und der Mathematik) ¥Yx(L(x) = E(x))
erzwingen wiirden und diese Teil der vorausgesetzten Semantik wdren, dann wiire
,Abendstern-Sein“ Teil des Begriffes vom Morgenstern und Freges Aussage wd-
re analytisch. In der Debatte zwischen Carnap und Quine beziiglich des Begrif-
fes ,,analytisch* hat also Quine (gegen Carnap) insofern Recht, als daf} es keine
ein fiir allemal feststehende Abgrenzung zwischen analytischen und synthetischen
Aussagen gibt — eine Aussage kann dies oder jenes unter bestimmten Vorausset-
zungen sein. Carnap hat aber (gegen Quine) Recht mit seiner Meinung, daf} es
einen (formulierbaren, intuitiv akzeptablen) Unterschied zwischen analytischen
und synthetischen Aussagen gibt. Analytisch wahr ist, was wahr aufgrund der
Logik und der gewdihiten Regeln in der Semantik (das sind die terminologischen
Festlegungen) ist.

2.4 [Eine Substitutionssemantik

Die in Abschnitt 1.1.2 vorgestellte Semantik explizierte den Begriff der logischen
Wahrheit als ,,wahr in jedem Modell*“. Man kann nun einige der mit diesem Begriff
verbundenen Voraussetzungen und Implikationen hinterfragen:

e Wabhrheit in jedem Modell heiflt auch, dafl in der Metasprache (in der die
Semantik formuliert ist) iiber alle Individuenbereiche quantifiziert wird. Die
Individuenbereiche sind Mengen, und zumindest seit den Paradoxien von
Cantor und Russell ist bekannt, da3 eine unspezifische Bezugnahme auf
,alle Mengen* zu Problemen fiihren kann.'*

4Sjehe dazu auch die Abschnitte 3.3.1 und

Verweis
Cantor-
Paradox
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e Der Satz von Lowenheim und Skolem (Satz 20, Seite 38) besagt, da} jede
Formelmenge, die tiberhaupt ein Modell hat (und also irgendwie ,,wahr wer-
den* kann), auch ein Modell mit einem abzihlbaren Interpretationsbereich
hat.'> Abzihlbare Mengen sind aber weit weniger suspekt, als der Bereich
tiberabzihlbarer Mengen. Sollte man nicht versuchen, logische Wahrheit
von iiberabzidhlbar groen Mengen unabhingig zu machen?

e Der Interpretationsbereich wird als nichtleere Menge vorausgesetzt. Kann
es eigentlich sein, daf} die Logik in ihrer Giiltigkeit von kontingenten Tatsa-
chen wie der GroBe des Interpretationsbereiches abhingig ist?

e Die Interpretationsfunktion weist jedem singuldren Terminus ein Objekt aus
dem Interpretationsbereich zu. Damit kénnen keine leeren Termini vorkom-
men (,,Weihnachtsmann®, ,,rundes Quadrat®, ,,Goldwiirfel mit einer Kan-
tenldnge von einer Meile*). Auch dies kann man als (unzulissige?) Festle-
gung iiber den kontingenten Zustand der Welt interpretieren. Dies macht es
sogar schwierig, wahre Aussagen iiber die Nichtexistenz, tiber das Fehlen
bestimmter Entititen in der Welt zu treffen.

e Die zugrunde liegende Konzeption der Pradikation, Dinge, die unter Eigen-
schaften fallen und Eigenschaften, die wahr oder falsch von Dingen sind,
dringt auf eine korrespondenztheoretische Wahrheitsauffassung hin. Ist es
tatsichlich Sache der Logik, in der Frage, woher die Rechtfertigung fiir pra-
dikative Aussagen kommt, Partei zu nehmen?

Aufgrund solcher und weiterer innerlogischer Fragen hat man immer wieder
versucht, eine andere Interpretation fiir die Quantoren zu nutzen. Am Ausgangs-
punkt der Diskussion stehen zwei Ideen: Zum einen sollten moglichst wenige,
moglichst akzeptable Mengen eine Rolle spielen. Eine Menge ist etwa akzepta-
bel, wenn sie nicht iiberabzidhlbar grof} ist und wenn ihre Existenz einsichtig ist.
Auf R, die Menge der natiirlichen Zahlen, trifft das wohl zu. Allerdings fiihren
Prozeduren wie die, die zum Modell 17 fiihren, zu Aussagen iiber natiirliche Zah-
len — und das kann weit weg von der intendierten Interpretation, der Absicht des
Sprechers sein. Zum anderen sollten also Interpretationen gefunden werden, die
nicht sehr fern der beabsichtigten Interpretation der Sprecher sind.

Im folgenden wird in einigen Schritten eine Interpretation aufgebaut, die ge-
wisse Antworten auf die oben formulierten Fragen und Bedenken gibt. Dabei wird

5Tm konkreten Fall (Definition 17) war dies der Bereich der Natiirlichen Zahlen X. Zur Erinne-
rung: Eine Menge heiflt abzdhlbar, wenn sie endlich ist oder gleichmichtig der Menge N.
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sich zeigen, daf} ein geschlossener Satz (eine Aussage ohne freie Variablen) genau
dann logisch wahr in der iiblichen, der referentiellen Semantik ist, wenn er dies
auch in der aufzubauenden substitutionellen Semantik ist. Diese formale Gleich-
wertigkeit bezieht sich auch auf den Begriff der logischen Folgebeziehung. Zu-
nichst wird zur Erinnerung der Begriff eines Modells eingefiihrt:

Ein Modell M fiir eine Sprache L ist ein Paar (D, 7), fiir das gilt:

D ist eine nichtleere Menge, der Interpretationsbereich; und

7 ist eine Funktion, die jeder Konstanten von £ ein Element von D (im Falle
der Individuenkonstanten) oder eine Menge von n-Tupeln von Elementen
von D (im Falle der Priadikatenkonstanten) zuschreibt.

Die Belegungsfunktion v tut das Gleiche fiir die Individuenvariablen, was Z fiir
die Individuenkonstanten tut. Die hier allein interessierende Bedingung ist die fiir
den Quantor:

Eine Allaussage ist wahr in einem Modell unter einer Belegung fiir die frei-
en Variablen, wenn jede Belegung, die hochstens im Wert fiir die quanti-
fizierte Variable von der Ausgangsbelegung differiert, die Formel im Wir-
kungsbereich des Quantors wahr im Modell werden 1:43t.'¢

In der Metasprache fiir £, in der die Bedingung formuliert wird, wird iiber alle
Belegungen quantifiziert. In einem ersten Schritt sollen die Bedingungen nun so
abgewendet werden, daf3 ein neues Prinzip zur Geltung kommt:

Eine Allaussage ist genau dann wahr in einem Modell, wenn im Modell
jede Formel wabhr ist, die sich durch Einsetzung einer Individuenkonstanten
in den Wirkungsbereich des Quantors ergibt.

Den Unterschied zwischen beiden Prinzipien erkennt man, wenn die Formel-
menge S = {f(i1), f(iz,..., f(in),...,~Vjf(j)} fir alle in £ vorkommenden
Individuenkonstanten ¢ darauthin tiberpriift wird, ob sie wahr in einem Modell
sein kann.!” Nach dem referentiellen Prinzip gibt es durchaus Modelle, in denen
alle Sétze aus S wahr sind. Dazu ist es lediglich notwendig, daf3 es im Modell ein
einziges durch die Konstanten nicht benanntes Element d gibt. Die Interpretation

16Qder einfacher: ,,Alle s sind P* ist wahr, wenn P wahr fiir jeden moglichen Wert von s ist.
Vergleiche die Definition 5.
7"Mengen wie S werden auch w-widerspriichlich genannt.
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der Individuenkonstanten ist dann so zu wihlen, daB M = f (i) fiir alle Individu-
enkonstanten ¢ und v;(j) ¢ Z(f) — alle Instanzen der Allaussage sind wahr, aber
fiir ein unbenanntes Objekt wird festgehalten, dal es nicht unter die Interpretati-
on der Priadikatenkonstanten f fillt. Nach dem substitutionellen Prinzip kann es
solche Modelle nicht geben, denn wenn alle mit Konstanten gebildeten Instanzen
den Wert wahr haben, ist auch die Allaussage wahr und ihre Negation macht S
widerspriichlich — die Menge hat kein Modell.

Beispiel 27
Angenommen, die Satzmenge S®B besteht aus den Sdtzen:

Rom ist bewohnt.

Madrid ist bewohnt.

Budapest ist bewohnt.

Nicht alle Hauptstddte sind bewohnt.

Angenommen, es sind alle Namen von Hauptstddten aufgefiihrt, dann ist die Men-
ge substitutionell widerspriichlich, denn die Wahrheit der Sdtze iiber die einzelnen
Hauptstidte erzwingt die Wahrheit von ,,Alle Hauptstidte sind bewohnt“. Refe-
rentiell konnte S® wahr sein — néimlich, falls es eine unbenannte und unbewohnte
Hauptstadt giibe.'®

2.4.1 Ein passendes axiomatisches System

Mit dem Verzicht auf die Belegungen besteht in einer Substitutionsinterpretati-
on kein Bedarf mehr, offene Formeln — das sind Formeln mit freien Variablen —
tiberhaupt zu bewerten. Eine offene Formel f(j) mit der freien Variablen j ist ja
auch nicht an und fiir sich wahr oder falsch (in einem Modell), sondern lediglich
wahr oder falsch fiir eine gewisse Belegung von j. In diesem Lichte erscheint es
verniinftig, die Axiomatik gleich so aufzubauen, da3 nur geschlossene Formeln,

18K1ar, daB ich den Namen hier nicht angeben kann.
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Formeln ohne freie Variablen, als Theoreme im System auftreten konnen. Ein sol-
ches System wird in der folgenden Definition!® festgelegt:

Definition 24
Seien t, 1, ... Metazeichen fiir Individuenkonstanten. Axiome von FOLg sind alle
geschlossenen Formeln der folgenden Form:

Alg AD(ANA)

A2g (A N B) DA

A3g (ADB)D(~(BAC)D~(CNA))

Adg ADViA

A6g Vi(A D B) D (ViA D ViB)

sowie die der Form YiA|' fiir alle Axiome A.*°

Die einzige Schlufiregel ist die Abtrennungsregel

MP
ADB

4
B
Die Begriffe ,,Theorem*, , Beweis“ und , Beweis aus Annahmen (Ableitung)*
werden auf die iibliche Weise verstanden.

Um spiter behaupten zu konnen, dafl die Substitutionssemantik eine fiir die
Préadikatenlogik ist, muf3 zunichst sichergestellt werden, daBl es sich bei dem in
Definition 24 vorgestellten System um die gleiche Logik handelt, wie die aus Ab-
schnitt 1.2.1 FOL. Das ist problematisch in zweierlei Hinsicht: Einerseits sind sie
in verschiedenen Sprachen formuliert, andererseits erlaubt ein System das Bewei-
sen offener Formeln, das andere aber nicht.

Die Losung fiir das erste Problem ist bereits in Abschnitt 2.1.2 bei der Recht-
fertigung der Regeln des natiirlichen SchlieBens angesprochen worden?!. Da die
Sprache von FOLg die von FOL einschlie3t, kann man leicht iiberpriifen, ob —

Y Auf die Rechtfertigung fiir das in der Terminologie ,,~, D, A, V formulierte System — es
stammt aus [17] — und die Frage, warum es dem im Kapitel 1 formulierten gleichwertig ist, wird
noch eingegangen.

2Da es sich um geschlossene Formeln handelt, kommt in A4g die Variable 7 in A nicht frei
vor!

21'Vergleiche auch FuBnote 6 auf Seite 64.
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unter vorldufiger Vernachlidssigung der Frage nach den offenen Formeln — jedes
Axiom und jede Regel aus letzterem System im ersterem beweisbar sind. Umge-
kehrt beweist man nicht die Axiome von FOLg in FOL, sondern deren Uberset-
zung in die engere Sprache. Benutzt wird dabei selbstverstiandlich die Definition
ANB =g N(A D) NB)

Es bleibt die Frage zu kliren, wie mit Axiomen aus FOL zu verfahren ist, die
freie Variablen enthalten. Die semantischen Bedingungen fiir den Allquantor und
der Satz 3 erlauben jeweils eine Strategie: Da eine Formel mit einer freien Varia-
blen dann und nur dann eine Tautologie ist, wenn ihre Generalisierung eine ist,
und da FOL nachweislich vollstindig ist, kann man anstelle der Axiome von FOL
deren allquantifizierte Generalisierung in FOLg beweisen. Da eine Formel mit
einer freien Variablen dann und nur dann in einem Modell unter einer Belegung
wahr ist, wenn es ein Modell gibt, welches das Resultat der Ersetzung der freien
Variablen in der Formel durch eine neue Konstante wahr werden 148t, und da FOL
nachweislich vollstidndig ist, kann man eine solche geschlossene Formel mit einer
beliebigen neuen Konstanten anstelle der Variablen in FOLg beweisen. Es wird
also benutzt:

Wenn Fgop, ViA, so Fpor, A.

Wenn Fgop, A| 7, 50 Fpop, A

Die Beweise werden hier nicht ausgefiihrt, sie sind — selbst unter Verwendung
des Deduktionstheorems — langwierig, jedoch herkdmmlich.

2.4.2 Henkin-Modelle

Das beschriebene axiomatische System bekommt nun eine semantische Beschrei-
bung. Im néchsten Schritt werden die Modelle auf solche beschrinkt, in denen
jedes Objekt einen Namen in der Sprache hat. Das ist, wie mehrfach erlidutert
wurde, nicht generell der Fall — im Gegenteil ist es wohl auch in den allermeis-
ten praktischen Fillen so, da3 es sehr viel mehr unbenannte Gegenstinde gibt, als
solche mit Namen. Wenn jeder Gegenstand aus dem Interpretationsbereich einen
Namen hat, dann hei3t das, dal im Wertebereich der Interpretationsfunktion alle
Elemente des Interpretationsbereiches sind:

Definition 25
Eine Interpretationsfunktion I heifit Henkin-Interpretationsfunktion, wenn gilt:
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Fiir alle Elemente d; aus dem Interpretationsbereich D gibt es eine Indivi-
duenkonstante t; derart, dafs  I(t;) =d;.

Ein Modell heifst Henkin-Modell, wenn die Interpretationsfunktion eine Henkin-
Interpretationsfunktion ist.

Eine erste wichtige Beobachtung beziiglich der Henkin-Modelle bezieht sich
auf die GroBe der Interpretationsbereiche: Da die Anzahl der Individuenkonstan-
ten in den Sprachen der klassischen Priidikatenlogik hochsten abzihlbar gro ist*?
und da jedes Element des Interpretationsbereiches Wert der Interpretationsfunk-
tion fiir irgend eine Individuenkonstante ist, sind die Interpretationsbereiche der
Henkin-Modelle ebenfalls hochstens abzihlbar unendlich gro3. Man kann in ei-
nem Henkin-Modell mehr Namen als Dinge, aber nicht mehr Dinge als Namen
haben. Dies zeigt sofort, dafl es mehr Modelle als Henkin-Modelle gibt.

Beispiel 28

Ein Beispiel fiir ein Henkin-Modell ist oben unter 25 beschrieben und benutzt

worden: Die Sprache L enthdlt (unter anderem) die Individuenkonstanten 1, 2,
.., 113, ..., die von der Interpretationsfunktion auf die natiirlichen Zahlen 1, 2,

..., 113, ... abgebildet werden. Jede natiirliche Zahl hat in dieser Sprache auch

einen Namen.

Auch das Modell aus Definition 17 ist als Henkin-Modell konstruierbar, al-
le Konstanten werden als bestimmte natiirliche Zahlen interpretiert und weiter
werden keine Elemente im Interpretationsbereich zugelassen. Die Interpretations-
funktion ist genau die Funktion, die die Numerierung der Konstanten erledigt.

Die beiden erwihnten Beispiele unterscheiden sich in einem Punkt ganz we-
sentlich. Im ersten Beispiel werden die Namen der natiirlichen Zahlen n mit
n € {Menge der Individuenkonstanten} als natiirliche Zahlen n mit n € R in-
terpretiert — das ist die intendierte Interpretation, die die Zahlzeichen eben haben.
Im zweiten Beispiel wurden beliebige Konstanten als Zahlen interpretiert, und
Aussagen, die in der beabsichtigten, intendierten Interpretation Aussagen iiber
Ereignisse oder Menschen oder Elementarteilchen . . . waren, wurden zu Aussagen
iber Zahlen. Dies Verfahren, die Konstanten in X zu interpretieren, gibt Aussagen
zwar ein abzihlbares Modell, aber kein besonders intuitives. Der Schritt zu einem
intuitiveren wird mit der ndchsten Definition unternommen:

22Man muf sich nicht auf solche Sprachen beschrinken. Allerdings gibt es gute Griinde, sich auf
solche Sprachen zu beschriinken, in erster Linie wegen der endlichen Beschreibbarkeit abzihlbarer
Sprachen.



90 KAPITEL 2. VARIATIONEN

Definition 26
Ein Modell M* = (D, T) ist genau dann ein Konstantenmodell, wenn gilt:

D ist die Menge der Individuenkonstanten;

Z(t)=t  fiir alle Individuenkonstanten t.

Da die Menge der Individuenkonstanten hochstens abzédhlbar unendlich grof3
ist, ist ein Konstantenmodell ein Henkin-Modell. Wihrend in der Sprache mit Hil-
fe der Namen iiber Gegenstidnde gesprochen wird, werden diese Sitze in der Se-
mantik als Behauptungen iiber die Namen selbst interpretiert: ,,London ist schon*
in einem Konstantenmodell genau dann, wenn die Konstante ,,L.ondon* (der Na-
me, das Wort) in den Interpretationswert von ,,schon® fillt. Was konnte das fiir
ein Interpretationswert sein? Es ist, ganz offensichtlich, die Menge der Namen,
die schone Gegenstidnde bezeichnen sollen. Die vorkommenden Mengen sind ab-
zihlbar und Mengen von Ausdriicken — Entitéiten also, deren Konstruktion und
Existenz ganz im Belieben der Sprachnutzer liegt.?® Tatséchlich 148t sich auf die-
se Weise eine andere Perspektive auf die oben aufgeworfenen Implikationen und
Voraussetzungen gewinnen:

e Wiihrend in einer referentiellen Semantik beliebige Modelle und damit auch
beliebige Mengen eine Rolle spielen, nutzen die Konstantenmodelle nur ab-
zidhlbare Mengen von sprachlichen Ausdriicken. Man kann wohl mit gutem
Gewissen von der Harmlosigkeit der Menge der Individuenkonstanten ei-
ner Sprache ausgehen, da man gerade bei der Festlegung der Sprache diese
Ausdriicke spezifiziert hat.

e Wihrend nicht vollig klar ist, warum denn eigentlich der Interpretationsbe-
reich referentieller Semantiken nichtleer sein muf} — es handelt sich um eine
technische ad hoc-Forderung, lautet die Kritik —, ist das fiir die Konstanten-
semantiken ganz klar: Da die Konstanten die Elemente der Individuenberei-
che sind, gibe es nichts zu interpretieren, wire der Bereich leer.

e Wihrend die Forderung, da3 jede Individuenkonstante interpretiert sein muf,
eine spezielle Bedingung in einer referentiellen Semantik ist, ergibt sich
dies in einem Konstantenmodell ganz von selbst. Mehr noch, die Art und

ZSelbstverstindlich nicht im Belieben jedes einzelnen beliebigen Sprechers, man hat sich
schlieBlich an tiberkommene Regeln und Traditionen zu halten und Veridnderungen geschehen als
Veridnderungen in einer grofleren Gruppe.
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Weise der Interpretation legt eine akzeptable Moglichkeit nahe, auch lee-
re Termini zu verwenden: Individuenkonstanten haben die Aufgabe, Dinge
zu bezeichnen. Das reich hin, um sie zu Termini (bestimmter Art) zu ma-
chen. Ob sie diese Aufgabe auch erfiillen, ist eine kontingente, logisch nicht
interessierende Tatsache. ,,Pegasus kann fliegen* ist wahr in einem Kon-
stantenmodell, wenn der Ausdruck ,,Pegasus* unter die Ausdriicke féllt, die
fliegendes bezeichnen sollen — vollig unabhiéngig davon, ob es Pegasus gibt
oder nicht. Es kann gute Griinde dafiir geben, daf} dies so ist (beispielswei-
se, weil man sich auf die Definition Pegasus =q¢n das einzige Pferd, was
fliegen kann eingelassen hat). Es kann auch gute Griinde dafiir geben, dafl
die Aussage nicht wahr ist (beispielsweise, weil der Name nichts fliegendes
bezeichnen soll, da es so etwas nicht gibt.).

e Wihrend viele Autoren die referentiellen Semantiken in der Nihe einer
korrespondenztheoretischen Wahrheitskonzeption sehen, konnen die Recht-
fertigungen dafiir, warum ein Name in einer bestimmten Menge von Aus-
driicken vorkommt oder nicht, ganz unterschiedlicher Art sein. Dies ermog-
licht eine einfachere Justierung der Verbindungen zwischen Logik und Er-
kenntnistheorie.

Nicht erwihnt wurde der Satz von Lowenheim/Skolem dariiber, da es fiir alle
konsistenten Mengen ein abzdhlbares Modell gibt. Dieser ergab sich beim Beweis
der Vollstdandigkeit. Natiirlich ist mit dem reinen Aufzeigen, dal es Konstanten-
modelle gibt, nicht gezeigt, daB3 alle konsistenten Mengen ein Konstantenmodell
haben, welches den Beweis der Vollstindigkeit garantiert.

2.4.3 Anpassen des Modells

Der mehrfach erwihnte Vollstandigkeitsbeweis verlief in mehreren Schritten:

1. Jede konsistente Menge 146t sich zu einer maximal konsistenten w-vollstindigen
Menge erweitern.

2. Jede maximal konsistente w-vollstandige Menge hat ein Modell.
3. Also ist eine Menge genau dann konsistent, wenn sie ein Modell hat.

4. Wenn K = A, dann ist K U {~A} inkonsistent, dann gilt K U {~A} F
B AN ~Bundalso K - A.
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Die offenen Fragen fiir die Henkin-(Konstanten)-Modelle, fiir eine substitu-
tionelle Interpretation der Quantoren lassen sich nun auf zwei reduzieren: Lassen
sich alle Formelmengen zu maximal konsistenten und w-vollstandigen Mengen
erweitern? Es wird sich zeigen, dal} das nicht ohne weiteres moglich ist. Und wei-
ter, kann man fiir solche Mengen dann ein Henkin-(Konstanten)-Modell finden?
Hier ist die Antwort dann problemlos und positiv. Da es sich nicht schwer zei-
gen 14Bt, dal Formelmengen mit einem Henkin-Modell konsistent sind, sind die
letzten beiden Schritte dann wie im Beweis im ersten Kapitel.

Tatsdchlich 148t sich nicht jede konsistente Formelmenge in einer vorgege-
benen Sprache £ zu einer w-vollstindigen Menge erweitern: Eine Formelmenge
heifit w-vollstindig, wenn sie zu jeder Formel der Form ~ViA eine Formel ~A| !
enthilt. Die Erweiterung wurde im Originalbeweis so durchgefiihrt, daf3 alle For-
meln einer gewissen Erweiterungsstufe nacheinander durchmustert wurden und
— um Kollisionen zu vermeiden — beim Auffinden einer negierten Allaussage ei-
ne entsprechende negierte Substitutionsinstanz mit einer neuen Konstanten zur
Menge hinzugefiigt wurde. Es war wesentlich, da3 es sich um eine neue Individu-
enkonstante handelt, da in der Menge unter Umstinden schon alle vorhandenen
Konstanten mit Aussagen Al enthalten sind. Fiir referentielle Semantiken kann
man einfach beliebig viele Konstanten zur Sprache hinzufiigen.

Ein erster Versuch, die Quantorenregel fiir die substitutionelle Semantik zu
fassen, ist in folgendem — nicht endgiiltigem — Vorschlag expliziert:

* MX =g ViA genau dann, wenn M X =g A|! fiir alle Individuenkonstanten
t der Sprache L.

Offene Formeln werden nicht bewertet, die anderen Interpretationsregeln sind die
gleichen wie in der vorgestellten Referenzsemantik (mit dem Verweis auf ein Kon-
stantenmodell anstelle eines beliebigen Modells). Die Definition einer Folgebezie-
hung sei die iibliche.

Diese Konstruktion ergibt noch nicht eine Semantik fiir die klassische Pridi-
katenlogik. Angenommen, eine Menge K bestehe aus allen Konstanteninstanzen
in eine Formel f(7) und der Formel ~Vif(i): K = {f(t), f(t1),...,~Vif(i)}.
Dann gilt offenbar fiir die Folgebeziehung:

K =5 Vif(i)

denn jedes M, welches all die atomaren Formeln wahr werden 1iRt, 148t nach *
auch die Allaussage wahr werden. Es gilt jedoch nicht

K Fg Vif(i)
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fiir die Ableitbarkeitsbeziehung, denn diese ist so definiert, dal es eine endliche
Untermenge K’ von K geben muB, so daB
K' g Vif(i)

Wiirde dies gelten, wiirde es im System eine Regel geben, nach der bereits aus
einer endlichen Anzahl von Beispielfillen auf eine Allaussage geschlossen wer-
den kann. Die Menge K hat also kein Modell, ist aber auch nicht inkonsistent!
Man kann die Menge auch nicht ohne weiteres zu einer w-vollstindigen konsis-
tenten Menge erweitern, denn das Hinzufiigen eines Zeugen ~ f (i) ; fiir ~Vi f (i)
unter Benutzung einer in der Sprache vorhandenen Konstanten wiirde die Men-
ge inkonsistent werden lassen. Neue Konstanten stehen aber bei weitem nicht so
selbstverstiandlich zur Verfiigung, wie in einer referentiellen Semantik. In letz-
terer sind Synonyme erlaubt und die Erweiterung der Sprache kann geschehen,
ohne dafl man den Interpretationsbereich verédndert. Fiir eine Konstantensemantik
ist das offenbar ganz anders.

Der Trick besteht nun darin, die Menge K auf dem Hintergrund einer erweiter-
ten Sprachen £ zu betrachten, die sich im konkreten Fall von £ nur im Vorhan-
densein einer neuen, K-fremden Konstanten ¢ unterscheidet. Die Idee ist also:

w% K =g Vif(i) in einer Sprache £ genau dann, wenn K =g f(i)|! fiir alle
Konstanten einer Sprache £7.

Mit dieser noch zu verallgemeinernden Idee gilt K =5 Vif (i) ganz offenbar nicht
und K ist in £ auch durch einen Zeugen fiir die negierte Allaussage konsistent
erweiterbar.

Da sich das zu beweisende Lemma — daf} sich ndmlich jede konsistente For-
melmenge zu einer maximal konsistenten w-vollstdndigen erweitern 148t — auf
beliebige Mengen von Formeln bezieht, werden unendlich viele Konstanten zur
Sprache £ hinzugefiigt.

Lemma 25

Sei K eine beliebige Menge geschlossener Formeln aus L und L™ sei L, erweitert
um eine unendliche Menge von neuen Individuenkonstanten. Dann ldf3t sich K zu
einer maximal konsistenten und w-vollstindigen Menge K* in der Sprache L™
erweitern.

Sowohl die Definitionen als auch der Beweis verlaufen so, wie in der Definiti-
on 16 und in den anschlieBenden Lemmata beschrieben. In jeweils aufeinander-
folgenden Schleifen werden die Mengen konsistent erweitert, w-vervollstindigt,
wiederum konsistent erweitert, w-vervollstindigt ...und die Vereinigungsmenge
iber alle Prozesse ist K*“.
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Kapitel 3

Theorien und Paradoxien

3.1 Theorien

Im Abschnitt 2.1.1 wurde bereits darauf hingewiesen, dal man die Priadikatenlo-
gik um inhaltliche Axiome konsistent erweitern kann. Unter einer Theorie versteht
man in der Logik eine Menge von Sétzen und eine Moglichkeit, eine Theorie zu
fixieren, ist es, Axiome anzugeben, aus denen die Sitze der Theorie und nur diese
alle ableitbar sind.

3.2 Traditionelle Logik

Im folgenden soll die auf Aristoteles zuriickgehende! traditionelle Logik vorge-
stellt werden. Wie sich zeigen wird, 148t sie sich als eine pradikatenlogische Theo-
rie auffassen. Ausgangspunkt ist eine neue Sprache — die traditionelle Logik be-
schiftigt sich mit Urteilen in der Subjekt-Pradikat-Form, wobei die vorkommen-
den Termini jeweils generelle Subjekttermini (Art- und Gattungsbegriffe) sind.

3.2.1 Kategorische Urteile

In der traditionellen Logik geht man davon aus, dal neben den quantifizierenden
Ausdriicken ,,alle* und ,.,einige* und der Préadikation ,,zukommen* sowie der Ne-
gation ,,nicht* Begriffe die Grundbausteine der Sprache sind. Begriffe sind Termi-

! Aristoteles gilt als der Begriinder der traditionellen Logik (und der Logik iiberhaupt), die hier
gewihlte Darstellung bezieht aber eine ganze Reihe von Elementen mit ein, die seine Nachfolger
und insbesondere Logiker des Mittelalters und sogar der angehenden Neuzeit eingebracht haben.

95
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ni, die mehreres auf eine bestimmte Weise bezeichnen sollen. Aristoteles verwen-
det in seinen Schliissen ausschlielich Begriffe, die einen Ober- und einen Unter-
begriff haben, keine leeren Termini, keine Namen und keine kategorialen Termini.
Hintergrund ist, dal man sowohl etwas vom Bezeichneten aussagen konnen soll,
als auch es zum Aussagen iiber etwas benutzen.? Begriffe haben einen Inhalt, der
gewohnlich mit einer Information iiber das Bezeichnete oder der Weise des Be-
zeichnens oder einer Ansammlung von notwendigen Eigenschaften des Bezeich-
neten assoziiert wird (die ,,Merkmale*), und einen Umfang, der iiblicherweise mit
der Anhdufung oder der Menge der bezeichneten Gegenstinde in Zusammenhang
gebracht wird. ,,Inhalt* und ,,Umfang* sind Freges ,,Sinn* und ,,Bedeutung® und
Carnaps ,,Intension und ,,Extension* verwandt und durch das sogenannte Gesetz
vom umgekehrten Verhiltnis von Inhalt und Umfang miteinander verbunden. Es
besagt, dal von zwei Begriffen mit vergleichbaren Inhalten und Umféngen der
mit dem gréBeren Umfang den kleineren Inhalt hat und umgekehrt.

Beispiel 29 Die Begriffe ,,Grieche “ und ,,Mensch* haben korrelierte Inhalte und
Umfinge:

Umfang Inhalt
, Grieche“ alle Griechen  vernunftbegabte Lebewesen griechischer
Nationalitdit

,Mensch* alle Menschen vernunftbegabte Lebewesen

Von den Griechen kann man aussagen, daf} sie Menschen sind und daf} sie Grie-
chen sind, kann man von den Athenern aussagen. Von Menschen kann ausgesagt
werden, daf3 sie vernunftbegabt sind.

Der erste Begriff verweist erkennbar auf mehr Eigenschaften (hat einen grofieren
Inhalt), es gibt jedoch weniger Griechen als Menschen (er hat einen kleineren
Umfang). Prddikate wie ,,denken* werden mit Hilfe genereller Subjekttermini wie
,Denkender*, ,,Denkende“, ,, Denkendes* expliziert.

Kategorische Aussagen verbinden einen Subjekt- und einen Pridikatterminus
mit Hilfe der Pridikation und unterscheiden sich der Quantitit (alle oder einige)
und der Qualitdt (unnegiert oder negiert) nach. Mit P und S (fiir ,,Pradikat™ und

2Der ,, Trick® ist notig, wie weiter unten (vergleiche Abschnitt 3.2.3) klarwerden wird, weil
mindestens ein Terminus in den Syllogismen seine logische Rolle unabhingig von der grammati-
schen Position spielen muB3. Er tritt, modern gesprochen, grammatisch in Subjekt- und Priadikat-
position auf. In der Pradikatenlogik kann das nicht geschehen, die Interpretation einer Individuen-
konstanten ist ein Gegenstand aus dem Interpretationsbereich, die einer Pridikatenkonstanten ist
eine Menge.
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,»Subjekt) werden in den folgenden Satzschemata Leerstellen fiir Termini der
beschriebenen Art bezeichnet, sie funktionieren wie Variable:

P kommt allen S zu (allgemein-behauptend) SaP
P kommt einigen S zu (partikuldr-behauptend) SiP
P kommt keinem S zu (allgemein-verneinend) SeP
P kommt einigen S nicht zu (partikulér-verneinend) SoP

Tabelle 3.1: Die kategorischen Urteile

Die Sitze werden hiufig ,,Alle S sind P, ..., ,Einige .S sind nicht P** gelesen. Da
Hist und ,,sind* mehrdeutig sind®, wurde die auch von Aristoteles benutzte kor-
rekte pradikative Formulierung verwendet. Die in der dritten Spalte verwendeten
Kurzformen mit den Vokalen in der Mitte erlauben eine kompakte Darstellung, die
Bezeichnungen gehen auf die ersten Vokale in den Worten ,,affirmo* und ,,nego*
zuriick.

Es gibt Standardiibersetzungen fiir die kategorischen Aussagen in die Sprache
der Priadikatenlogik. Der Einfachheit halber werden die gleichen Zeichen S und
P in diesem Abschnitt auch fiir (einstellige) Pradikatenkonstanten einer entspre-
chenden Sprache erster Stufe verwendet:

Ubersetzung
SaP Vx(S( ) D P(x))
SiP - Jx(S(x) A P(x)
SeP Nﬂ’l?( (z) A P(x))
SoP  Jx(S(z) N ~P(x))

Tabelle 3.2: Ubersetzungen der kategorischen Urteile

3.2.2 Das logische Quadrat

Die kategorischen Aussagen lassen sich an den Ecken des ,,Jogischen Quadrates*
anordnen (vgl Abbildung 3.1):

Die erste umfassende Untersuchung der Aristotelischen Syllogistik mit modernen Mitteln
wurde von Jan Lukasiewicz unternommen. Der weist auf Aristoteles’ urspriingliche Formulierung
hin.
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SCZP kot rar SeP

,_,
as

14

'—ﬂl—e’m/—kyﬂ\ﬁr—‘rn
Sty crg

=
=

SiP subkorrtrar SoP

Abbildung 3.1: Das logische Quadrat

Die Schliisse entlang dem logischen Quadrat werden durch die Relationen ent-
lang den Seiten und Diagonalen des Quadrates ermdglicht: Generelle Aussagen
sind einander kontrir, konnen also nicht gemeinsam wahr sein; partikuldre Aus-
sagen sind einander subkontrir, konnen also nicht gemeinsam falsch sein; und
aus der generellen (positiven beziehungsweise negativen) Aussage folgt die ent-
sprechende partikulidre Aussage, wihrend sie zur entgegengesetzten (negativen
beziehungsweise positiven) partikuldren Aussage kontradiktorisch ist.

Dall dem unter den beschriebenen Voraussetzungen tatsdchlich so ist, kann
man sich leicht an einigen Beispielen klarmachen. Warum ist das aber so? Eine
einfache Moglichkeit zum Uberpriifen solcher Schliisse stellen Diagramme dar,
in denen die Umfinge der vorkommenden Termini durch Kreise dargestellt wer-
den. Die Begriffsumfinge zweier genereller Termini S und P konnen sich wie in
Abbildung 3.2 prinzipiell auf fiinf verschiedene Weisen zueinander verhalten.

Die kategorischen Aussagen konnen nun daraufhin iiberpriift werden, in welchen
der Verteilungen sie wahr sind. Das Ergebnis ist in der folgenden Tabelle darge-
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Abbildung 3.2: Venn-Diagramme fiir zwei generelle Termini

stellt*:
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Tabelle 3.3: In welchen Diagrammen sind die kategorischen Urteile wahr?

Die erste Zeile — und die anderen entsprechend — sollte dann so gelesen werden:
Wenn die Umfédnge von S und P zusammenfallen oder der von S ganz im Um-
fang von P ist (und nur dann), dann ist Sa P wahr. Die Schliisse des logischen
Quadrates sind jetzt unmittelbar abzulesen. Hier sind einige Beispiele:

e Wenn SaP, so SiP — denn alle Spalten mit einem ,,+* in der ersten Zeile
haben auch eines in der zweiten. (SaP D SiP)

e SiP genau dann, wenn nicht SeP — denn alle Spalten mit einem ,,+* in der
zweiten Zeile, haben ein ,,—* in der dritten, und umgekehrt. (SiP = ~SeP)

“4Falls ein Leser zwei Varianten vermifit — da die Termini erfiillt sein miissen, diirfen weder S
noch P leer sein.
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e SiP und SoP konnen nicht beide falsch, aber wohl beide wahr sein — denn
es gibt keine Spalte mit einem ,,—* in der zweiten und in der vierten Spalte
(aber solche mit ,,.+* in beiden Zeilen). (~(~SiP A ~SoP))

Die Schliisse des logischen Quadrates gehdren zu den sogenannten unmittel-
baren Schliissen, aus einer Voraussetzung wird auf eine Folge geschlossen. Ari-
stoteles, und dann viele Jahrhunderte nach ihm die meisten Logiker, haben sich
bevorzugt mit bestimmten Schliissen aus zwei Pridmissen beschiftigt, den Syllo-
gismen.

3.2.3 Der Syllogismus

Ein Syllogismus ist ein Schlu} auf eine kategorische Aussage aus zwei kategori-
schen Aussagen, bei dem drei Termini eine Rolle spielen. Der mittlere Terminus
— hier mit M bezeichnet — kommt in den Pramissen, aber nicht in der Konklusi-
on vor. Heute werden Syllogismen in der Regel als SchluBiregeln aufgefalit und
aufgeschrieben, und eine erste Systematisierung der Syllogismen geschieht nach
der Stellung des mittleren Terminus. Dabei wird die Primisse, die neben dem
mittleren Terminus das Pridikat der Konklusion enthiilt, als ,,gro3e* Primisse be-
zeichnet und oben geschrieben. Seit dem Mittelalter werden vier Figuren unter-
schieden:

Erste Figur Zweite Figur Dritte Figur Vierte Figur
M P P M M P P M
S M S M M S M S
S P S P S P S P

Tabelle 3.4: Die Figuren der Syllogismen

Jeder der nur angedeuteten Sétze kann so verstanden werden, daf die entsprechen-
den Termini iiber a, e, ¢ oder o verbunden sind — aber selbstverstiandlich ergibt
nicht jede beliebige Kombination einen giiltigen Syllogismus.

Beispiel 30 Die erste Figur ergibt mit ,,a ““-Verbindungen fiir alle Aussagen einen
giiltigen Syllogismus, den bekanntesten iiberhaupt:

Allen Menschen kommt Vernuftbegabt-Sein zu.
Allen Griechen kommt Mensch-Sein zu.
Also kommt allen Griechen Vernunftbegabt-Sein zu.
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Einen zwingenden Schluf3 in der ersten Figur (und auch sonst nicht) von zwei
1-Aussagen auf eine i1-Aussage gibt es nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

* Einigen Reichen kommt Frau-Sein zu.
Einigen Mdnnern kommt Reich-Sein zu.
Also kommt einigen Mdnnern Frau-Sein zu.

Fiir jede der Figuren lassen sich giiltige und ungiiltige Kombinationen von kate-
gorischen Aussagen finden.’

Es ist das Verdienst Aristoteles’, an dieser Stelle die richtigen Fragen gestellt zu
haben. Selbstverstindlich haben Menschen auch vor Aristoteles’ Arbeiten korrekt
argumentiert, jedoch war Aristoteles der erste, der versucht hat, die diesem Argu-
mentieren zugrunde liegenden Prinzipien zu systematisieren. Er hat sich gefragt:

e Welche Kombinationen von kategorischen Aussagen ergeben giiltige Schliis-
se in den Figuren?

e Was ist iiberhaupt ein giiltiger Schluf3?

e Gibt es Kriterien, nach denen man immer die giiltigen Schliisse erkennen
kann?

e Muf} man alle Schliisse unabhéngig voneinander begriinden oder ist es mog-
lich, mit einem bestimmten Grundbestand an akzeptierten Regeln alle ande-
ren als Abkiirzungen fiir langere und komplexe Anwendungen der Grund-
regeln aufzufassen? Welches sind die Grundregeln?

Zu einigen dieser Fragen ist weiter oben bereits Stellung genommen worden, dar-
iiber hinaus ist die Geschichte der Logik hier nicht Gegenstand. Tabelle 3.5 ist
eine Liste der giiltigen Syllogismenformen, man nennt sie Modi, aus denen durch
Einsetzen von konkreten Termini fiir die Terminusvariablen .S, P und M jeweils
giiltige Syllogismen entstehen.

0b die jeweiligen Formulierungen logisch giiltig sind, hiingt nicht an der umgangssprachlich
unzuldnglichen Ausdrucksweise. In der deutschen Sprache wiirden die Sitze der Beispiele so nicht
formuliert werden, sondern man wiirde beispielsweise ,,Alle Menschen sind vernunftbegabt® oder
,.Einige Minner sind Frauen verwenden. Kiinftig wird das hier auch so geschehen, da in diesem
Zusammenhang die Gefahr einer Verwechslung mit der Identitidt oder anderen Interpretation von
,.1st“ nicht besteht.

Verweis
Regelbegruendung
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Erste Figur MaP MeP MaP MeP MaP MeP
SaM SaM SiM SiM SaM SaM
SaP SeP SiP SoP SiP SoP

Zweite Figur PeM PaM PeM PaM PeM PaM
SaM SeM SiM SoM SaM SeM
SeP SeP SoP SoP SoP SoP

Dritte Figur MaP MiP MaP MeP MoP MeP
MaS MaS MiS MaS MaS MiS
SiP SiP SiP SoP SoP SoP

Vierte Figur PaM PaM PiM PeM PeM PaM
MaS MeS MaS MaS MiS MeS
SiP SeP SiP SoP SoP SoP

Tabelle 3.5: Die giiltigen Modi

Im Mittelalter hat jeder Modus einen Kunstnamen erhalten, anhand dessen der
Modus selbst zu rekonstruieren ist, der weiter sogar auch Informationen iiber ge-
genseitige Ableitbarkeiten (,,Riickfiihrbarkeiten®) und andere enthilt. Studenten
des Collegium Logicum hatten zu lernen:

Barbara, Celarent, Darii, Ferio — que prioris
Cesare, Camestres, Festino, Baroco secundae
Tertia Darapti, Disamis, Datisi, Felapton,
Bocardo, Ferison habet. Quarta insuper addit
Bramantip, Camenes, Dimaris, Fesapo, Fresison.

Die vorkommenden Vokale bestimmen in ihrer Reihenfolge Quantitit und Qua-
litit der groBen und der kleinen Primisse und der Konklusion.® Der giiltige Syl-
logismus in Beispiel 30 oben ist im ersten Modus der ersten Figur und der heil3t
Barbara.

Ob ein Syllogismus giiltig ist, 148t sich mit Hilfe der Venn-Diagramme iiber-
priifen — allerdings spielen nun drei Termini eine Rolle. Giiltig ist ein Syllogismus,
wenn bei wahren Voraussetzungen die Konklusion folgt, das heif3t: nicht falsch

®Im Lehrgedicht kommen weniger Modi vor, als in der Tabelle oben angegeben. Das liegt
daran, dafl Modi, die sich aus giiltigen anderen allein durch einen Schluf3 aus einer generellen auf
eine partikulidre Aussage ergeben, nicht beriicksichtigt sind.
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sein kann. Zur Uberpriifung werden also die Verhiltnisse zwischen den drei Ter-
mini so, wie es die Pramissen vorgeben, in ein Diagramm iibertragen. Danach
wird versucht, eine mit ,,— in Tabelle 3.3 gekennzeichnete Diagrammstellung fiir
die Konklusion zu finden. Ist das nicht moglich, ist der Syllogismus giiltig.

Beispiel 31 Uberpriift werden soll Felapton (dritte Figur): Wenn MeP und Ma.S,
so SoP. Ein Beispiel fiir Felapton ist der folgende Syllogismus:

Kein Ereignis ist vorhersehbar.
Alle Ereignisse sind determiniert.
Also ist einiges Determiniertes nicht vorhersehbar.

Da MeP gilt, fallen die Umfinge der Termini M und P komplett auseinander,
nur die Spalte V enthdilt ein +. Da MaS gilt, fallen die Umfinge von M und S
zusammen, oder der von S enthdilt den von M, nur die Spalten I und Il enthalten
ein +. Zusdtzlich ist zu beriicksichtigen, dafs der Umfang von S, so er iiber den
von M hinausgeht, den von P ganz oder teilweise enthalten kann. Es ergeben sich
also die vier Fiille aus Abbildung 3.3:

O W U

1. Fall 2. Fall
3. Fall 4. Fall

Abbildung 3.3: Felapton

Es ist unmittelbar zu sehen, daf3 in keinem betrachteten Fall die Umfdnge von
S und P zusammenfallen, oder der von S ganz in dem von P ist. Dies sind jedoch
die einzigen Diagramme, bei denen SoP ein ,,—* in Tabelle 3.3 hat. Also kann
die partikuldr-verneinende Aussage unter den gegebenen Primissen nicht falsch
werden und Felapton ist tatsdchlich korrekt.
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Auf die beschriebene Weise lassen sich alle oben aufgefiihrten Syllogismen
als giiltig zeigen. Es existieren weiterhin Regeln, die die giiltigen Syllogismen
eindeutig auszeichnen (vergleiche [5, S. 20 ff.]), jeder bestimmten Kriterien ge-
niigende Syllogismus ist giiltig. Jan Lukasiewicz hat die Syllogistik auf der Basis
der Aussagenlogik axiomatisiert [18].

3.2.4 'Traditionelle Logik und Pridikatenlogik

Dal die traditionelle Logik in gewissem Sinne ausdrucksschwécher ist als die Pri-
dikatenlogik, ist leicht einzusehen. Aristoteles und seine Nachfolger haben sich
ausschlieBlich mit generellen Termini beschéftigt und Aussagen mit Relationen
und singuldren Termini (,,Carnap liest sich besser als Heidegger und leichter als
jeder postmoderne Autor*‘) konnen nicht oder nur nach aufwendigen und nicht
immer einleuchtenden Transformationen behandelt werden. Die Ubersetzungsre-
geln aus Tabelle 3.2 erlauben es aber, alle kategorischen Urteile in der Sprache
der Pridikatenlogik auszudriicken. Tatsichlich reicher als die traditionelle Logik
wire die Pradikatenlogik dann, wenn nun auch alle Schliisse der traditionellen Lo-
gik in Ubersetzung in der Priidikatenlogik giiltig wiren. Diese Idee einer ,.halben
deduktiven Aquivalenz* ist in der Definition einer Einbettung gefaBt:

Definition 27
Seien (L1,Cny), (Lo, Cng) Logiken mit den Sprachen L; und den Ableitbarkeits-
beziehungen Cn;. Eine Ubersetzung T aus L, in L, ist eine Funktion, die jeder
Aussage aus L, eine aus Lo zuschreibt. Eine Ubersetzung T ist eine Einbettung,
wenn gilt:
Wenn Cny ({AS", ..., A5} = BA,

dann Cny({T(AFY), ..., T(AS)}) = T(B).

Kann man die Aristotelische traditionelle Logik in die Pridikatenlogik einbetten?
Ist jeder traditionell giiltige Schluf} ein priadikatenlogisch giiltiger? Die Beschrin-
kung der traditionellen Logik auf nichtleere Termini, auf erfiillte generelle Termi-
ni legt eine negative Antwort nahe. Da diese Bedingung in der klassischen Logik
nicht erfiillt sein muB, sie aber sicherlich irgendwo in der traditionellen Logik
benutzt wird, muf3 sie einen Unterschied erzeugen. Und dem ist auch so.

Beispiel 32 Daf; Felapton traditionell giiltig ist, ist oben nachgewiesen worden.
Zundichst wird versucht, ob die Ubersetzung von Felapton klassisch giiltig ist.

"Dariiber hinaus gibt es Erweiterungen der Syllogistik, die unter anderem negative Termini,
singuldre Termini oder modale Charakteristika mit einbeziehen.
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Kann man also zeigen

~3x(M(z) A P(z)),VYo(M(x) D S(x)) F Jz(S(x) A ~P(x)) ?

1. {1} ~3z(M(z) A P(x)) MeP
2. {2} Va(M(x)D S(z)) MaS
3. {1} Va~(M(z) A P(x)) Theorem, aus 1
4. {2} M(a) D S(a) B Y2
5. {1} ~(M(a) A P(a)) B3
6. {1} M(a) D ~P(a) Theorem, aus 5

Offenbar sind die Schluffmoglichkeiten nun erschopft. Wiirde man auf irgendeine
Weise M (a) erhalten, wéire das Problem geldst. Allerdings sind die Ubersetzungen
beider Prdamissen MeP und MaS wahr, wenn es keine M s gibt, es gilt:

Ve~ M(z) B ~Jz(M(x) A P(x))
Ve~M(z) FVe(M(x) D S(x))

Da dies fiir beliebige S und P gilt, sind diese frei wihlbar — unter anderem auch
so, dap die Ubersetzung von SoP nicht gilt. Ist 3xM () allerdings ein zusditzli-
ches Postulat, kann die Ableitung leicht gliicklich zu Ende gefiihrt werden. Man
setzt vor die gesamte Ableitung oben die beiden Zeilen

Az {} FJxM(x) Postulat
0. {0} Mf(a) Hypothese

und setzt die Ableitung fort bis zur Zeile 3x(S(x) A ~P(x)).

Eine Reihe weiterer Schliisse der traditionellen Logik sind in der Pradikaten-
logik nur giiltig, wenn Existenzannahmen der beschriebenen Art getroffen wer-
den, unter anderem der direkte Schluff aus dem generell-behauptenden auf das
partikuldr-behauptende Urteil. Prinzipiell ist es moglich — und es wird auch manch-
mal getan —, die jeweilige Existenzprisupposition in die Ubersetzung des entspre-
chenden Syllogismus einzubauen. Wesentlich einfacher und dem Geiste Aristote-
les’” entsprechend ist es, fiir alle verwendeten Terme die Erfiilltheit zu postulieren.
Das kann einfach getan werden, indem fiir jedes einstellige Priddikat (die sind
die Entsprechungen fiir die generellen Termini der traditionellen Logik) ein Axi-
om eingefiihrt wird. Man tut das iiber ein Axiomenschema, in welchem ,, f* eine
Leerstelle fiir einstellige Pridikate ist:

Definition 28 (Traditionelle Logik)
Ein System der traditionellen Logik entsteht aus einer Pridikatenlogik erster Stu-
fe, indem fiir jede einstellige Pridikatenkonstante f ein Axiom
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EP Jif (1)
zu den Axiomen der Prddikatenlogik hinzugefiigt wird.

Die zusitzlichen Axiome konnen hinzugefiigt werden, weil die Menge der For-
meln, die aus den neuen Axiomen folgen, konsistent ist. Sei diese Menge mit
Cn(EP) bezeichnet.

Lemma 26 Cn(EP) ist konsistent.

Beweis Satz 17, auf Seite 37 bewiesen, lautet, da3 konsistent zu sein bedeu-
tet, ein Modell zu haben. Als Modell fiir die traditionelle Logik im Sinne von
Definition 28 wird das Standardmodell mit folgender zusétzlicher Einschrankung
verwendet:

Definition 29 (Traditionelle Logik, Semantik)
Fiir alle Interpretationen I von einstelligen Prddikatenkonstanten f gilt:

I(f) #0

In allen diesen Modellen sind alle Sitze EP wahr. Alle aus EP implizierten Sitze
sind wegen der Korrektheit und Vollstindigkeit der Priadikatenlogik auch ableitbar
aus EP und umgekehrt und Cn(EP) ist konsistent.

Auf diese Weise sind alle Standardiibersetzungen der traditionellen Schliis-
se in der (um EP erweiterten) Pradikatenlogik giiltige Ableitungen und die tra-
ditionelle Logik. Welche Logik ist nun die ,,bessere* Logik? Aus der Sicht der
Ausdrucksstirke und der deduktiven Moglichkeiten ist die Antwort ganz einfach:
Die Pridikatenlogik ist in allen Belangen der traditionellen Logik {iberlegen. Man
kann die um EP erweiterte Pradikatenlogik FOLF® als logische Theorie nichtlee-
rer Eigenschaften auffassen. Es gibt allerdings nicht wenige Philosophen, die der
traditionellen Logik mit Bezug auf Einfachheit und Natiirlichkeit den Vorzug vor
der klassischen Pridikatenlogik geben. SchlieBlich hat es mindestens seit der Lo-
gik von Port Royal Versuche gegeben, die Ausdrucksmoglichkeiten der traditio-
nellen Logik zu erweitern, eine moderne Version einer Termlogik findet sich in
[26]. Einige Autoren verweisen darauf, da die Priddikatenlogik nicht alle Satze
intuitiv befriedigend behandelt. Ein Satz wie ,,Einige Schrauben sind rostig* wiir-
de sich intuitiv auf Schrauben beziehen, in einer priadikatenlogischen Umsetzung
(Jz(Schraube (z) A rostig(x))) wire er jedoch ,,iiber* alle Gegenstinde im Inter-
pretationsbereich oder ,,liber* rostige Schrauben (vergleiche beispielsweise [16,
S. 175]). In der natiirlichen Sprache, schreiben die Autoren, wiirde es keinen In-
terpretationsbereich geben, stattdessen wiirden die Quantoren mit den generellen
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Termini einen neuen, bedeutungstragenden Block bilden, der auf eine Pluralitét
von Gegenstidnden verwiese. Ein solches von ihnen entwickeltes System?® stiinde
in Ubereinstimmung mit Aristoteles’ Ideen und ,,[e]in formales System dessen
Urteil iiber Schliisse in der natiirlichen Sprache mit dem iibereinstimmt, was Lo-
giker fiir mehr als zwei Jahrtausenden giiltig gehalten haben, hat offensichtlich ein
wiinschenswertes Merkmal“ [16, S. 192]. Hat es das? Allein weil sie lang tiber-
kommen ist, ist eine Aussage noch nicht wahr — auf der gegenteiligen Ansicht
beruht ein klassischer Argumentationsfehler.

In FOLF? sind nicht nur Sétze beweisbar, die in der traditionellen Logik gar
nicht ausdriickbar sind, sondern auch einige Sitze, deren traditionelle Aquivalen—
te (die Ausgangsurteile der Ubersetzungen) zwar wahr, aber nicht logisch giiltig
sind. Beispiele dafiir sind die Aussagen SaS und SS — ,,Philosoph kommt allen
Philosophen zu‘ und ,,Philosoph kommt einigen Philosophen zu“. Sie sind wahr
fiir Aristoteles (schlielich setzt er die Existenz von Philosophen voraus), aber
nicht beweisbar, weil logisch giiltig nur die Syllogismen (oder Schliisse im logi-
schen Quadrat) selber sind. Diese haben aber die Form einer Wenn-dann-Aussage.
Die Ubersetzungen dieser Urteile in die Sprache der Pridikatenlogik sind tautolo-
gische (im beschriebenen Modell) und beweisbare Aussagen. Insofern ist FOL®?
vielleicht sogar als ,,vollstindiger mit Bezug auf kategorische Urteile* als die tra-
ditionelle Logik zu bezeichnen.

Als Theorie nichtleerer Eigenschaften hat die traditionelle Logik allerdings
auch einen wesentlichen, kritischen Nachteil. Wihrend man der Pradikatenlogik
vorwerfen kann, dall sowohl Sitze wie ,,Alle Hexen sind weiblich* als auch ,,Alle
Hexen sind ménnlich* wahr sind, kann man in FOL®? und dquivalenten Systemen
iiber Hexen gar nicht mehr reden. Insbesondere der (wahre) Satz, dal} es keine He-
xen gibt, ist nicht ausdriickbar und unberiicksichtigt in den Modellen aus Definiti-
on 29. Selbstverstindlich kann man versuchen, leere Eigenschaften als komplexe
Termini in die Sprache einzufiihren und eine definitorische Aquivalenz wie

Hexe (r) =g4¢n weiblich (z) A ... A zauberkriftig (z)

zu benutzen (in der die Existenzprdsupposition nun auf die atomaren Eigenschaf-
ten im Definiens zutrifft, nicht aber auf deren Konjunktion). So oder so hat man
seine Sprache mit Bezug auf das und unter Einbeziehung des faktischen Wissens
dariiber zu gestalten, welche Eigenschaften instantiiert sind.

8Lanzet und Ben-Yami weisen in ihrer Arbeit nach, das ihr System deduktiv dquivalent zu
FOLEFP ist.
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3.3 Mengentheorie

Die Mengentheorie spielt sowohl in der Mathematik als auch in der Philosophie
eine besondere Rolle.

3.3.1 Naive Mengentheorie und die Russellparadoxie

Die Naive Mengentheorie beruht auf zwei grundlegenden Ideen. Um Elemente zu
einem Ganzen zu verbinden, bedarf es nach intuitivem Versténdnis eines Prinzips,
einer Regel, die besagt, welche Gegenstinde denn nun bei der Mengenbildung
eine Rolle spielen und welche ,,draulen‘ bleiben sollen. In einer Sprache wie der,
die bisher dargestellt wurde, kann man sich solche ,,Prinzipien* am einfachsten als
Formeln mit einer freien Variablen vorstellen. Ergibt die Einsetzung eines Terms
in diese Formel eine wahre Aussage, dann gehort der entsprechende Gegenstand
zur Menge, sonst nicht. Bisher wurden in allen Beispielen Ausdriicke mit einer
freien Variablen so behandelt, als stiinden sie fiir Eigenschaften.

Beispiel 33 Bisher wurden unter anderem ,,ist unerwartet* in Beispiel 1 und ,,ist
gut* in Beispiel 16 betrachtet. Selbstverstdndlich lassen sich auch komplexe Aus-
driicke verwenden: ,,ist unerwartet und nicht gut* sortiert, als Prinzip fiir die
Mengenbildung verwendet, die Gegenstinde in unerwartete-und-nicht-gute und
solche, die das nicht sind. Besondere Prinzipien, etwas als Ganzes zu nehmen,
sind: mit sich selbst identisch zu sein und nicht mit sich selbst identisch zu sein.
Da alles mit sich identisch ist, nimmt man mit dem ersten Prinzip alle Gegenstdinde
in ein Ganzes. Analog wird nichts in das Ganze genommen, wenn das kontradik-
torische, zweite Prinzip zur Mengenbildung verwendet wird. In letzterer Menge
ist also nichts.

Die erste grundlegende Idee lautet:
KI Jeder Formelausdruck mit einer freien Variablen generiert eine Menge.

Die zweite Idee ist Ergebnis der Beschiftigung mit der Frage, wann Men-
gen denn eigentlich identisch sind. Die naheliegende Antwort (jede Menge mit
sich selbst, keine mit einer anderen) reicht nicht aus, da Mengenausdriicke auf
verschiedene Weise gebildet werden konnen und per Individuierung festgelegt
werden muf}, welche Ausdriicke gleich interpretiert werden sollen. Wodurch wird
denn festgelegt, um welche Menge es sich gerade handelt? Es sind die Elemente,
die zum entsprechenden Ganzen genommen worden sind.
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Beispiel 34 Erstbeweger zu sein und dasjenige zu sein, iiber welches hinaus nichts
grofleres gedacht werden kann sind zwei Charakteristika, die jeweils nur auf
einen einzigen Gegenstand zutreffen sollen. Sofern dies der gleiche Gegenstand ist
(Gott), sind die Mengen der Erstbeweger und derjenigen, iiber die hinaus nichts
grofleres gedacht werden kann, identisch. Die Menge aller Geschwister von Hei-
degger und die Menge der Kinder von Heideggers Eltern sind nicht identisch, da
Heidegger nicht zur ersten, aber zur zweiten gehort.

Die zweite grundlegende Idee lautet:

EI Genau dann, wenn zwei Mengen in allen Elementen iibereinstimmen, sind
sie identisch.

Mengen

Die Sprache der Naiven Mengentheorie ist eine pridikatenlogische Sprache mit
zwel Pridikatenkonstanten M (einstellig, fiir ,,ist eine Menge*) und e (zweistel-
lig, fiir ,,ist Element von*). Die Individuenvariablen erhalten eine Belegung in
einem Individuenbereich, in dem Mengen und (bloe) Elemente, Gegenstinde die
keine Mengen sind, vorkommen. In dieser Sprache lassen sich die genannten Ide-
en als Axiome umsetzen, zusitzliche inhaltliche Postulate, die das Verhalten der
beiden Préddikatenkonstanten regeln:

Definition 30
Die Naive Mengentheorie ist eine prdidikatenlogische Theorie mit folgenden Axio-
men:

EP V(M (i) A M(j) AVk(kei=kej) Di=j);

KP fiir alle Formeln A ein Axiom des Schemas:
(M (i) ANVj(jei = A)), wobei i nicht frei in A vorkommt.

Es gibt eine ganze Reihe von bekannten Mengen, deren Existenz iiber KP pos-
tuliert wird — einige Beispiele fiir die Anwendung von KP finden sich in Tabelle
3.6. Die vorkommenden freien Variablen (k) lassen sich ,,allquantifiziert” lesen®.

Die ersten drei Mengen aus Tabelle 3.6 sind kaum einer Erklidrung bediirftig
und aus der Schulmathematik bekannt. Die leere Menge () hat die nur auf den

%Fiir die Schnittmenge etwa: Fiir alle Mengen existiert eine Schnittmenge.
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J(M@GE) AV (jei=~jek)) die Komplementirmenge i = k zu ei-
ner Menge k, die alle Elemente enthilt,
die nicht in £ sind, ist eine Menge

(M) AVj(jei= (jeky AN jeky))) die Schnittmenge i = ki N ko zweier
Mengen %y und k,, die alle Elemente
enthilt, die sowohl in k; als auch in ko
sind, ist eine Menge

Fi(M (i) AVj(jei = (jeky Vjeky))) die Vereinigungsmenge i = ki U ko
zweier Mengen k; und k5, die alle Ele-
mente enthilt, die in k; oder in k5 sind,
ist eine Menge

(M (i) AVj(jei=n~]=7])) die leere Menge i = (), die keine Ele-
mente enthilt
F(M3G)AYj(jei=je))) die Menge i = r, aller Mengen, die

sich selbst enthalten

Tabelle 3.6: Verschiedene Mengen

ersten Blick vielleicht verwirrende Eigenschaft zu existieren, obwohl sie keine
Elemente hat. Es gibt die Auffassung, dall gerade das Mengen von Eigenschaf-
ten unterscheidet: Die Menge der runden Quadrate gibt es, aber die Eigenschaft
,fund und quadratisch sein* genauso wenig, wie es runde Quadrate (Instanzen
oder Realisierungen der Eigenschaft) gibt. Die in der Tabelle mit r, bezeichne-
te Menge aller Mengen, die sich selbst enthalten, ist ungewohnlich und wird im
ndchsten Abschnitt (3.3.1) eine prominente Rolle spielen. Die Menge aller un-
endlich groen Mengen ist eine solche Menge, denn sie ist selbst unendlich grof3.
Die Menge aller Zweiermengen (aller Paare) ist keine solche Menge, denn sie ist
selbst keine Zweiermenge.

Fiir die Komplementir-, Schnitt-, Vereinigungsmenge und die leere Menge
sowie auch fiir die Menge r, 148t sich die Einzigkeit beweisen: Uber das Postulat
KP wird die Existenz einer entsprechenden Menge garantiert, EP garantiert, daf3
nur eine entsprechende Menge fiir die £ existiert.

Beispiel 35

Solche Einzigkeitsbeweise lassen sich im Grunde immer auf die selbe Weise fiih-
ren: Man nimmt an, es gebe mehr als eine geforderte Menge fiir eine Belegung
der freien Variablen und fiihrt die Annahme zum Widerspruch. Der Beweis kann
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mit den Mitteln gefiihrt werden, die die Prddikatenlogik zur Verfiigung stellt:
Seien ay und as Mengen und es gelte by = a1 N as und by = a1 N as und, als
zu widerlegende Annahme, ~b; = bs.

1. {1} ~by=1b Annahme
2. {1}  Fz((xeby A~z eby) V (~xeb ANz eby)) EP
3. {1,3} (ceby A~ceby)V (~ceby Aceby) Hypothese
4. {4}  ceby N ~ceby Hypothese
5. {4} ceb B A4
6. {4}  ~ceby B A4
7. {4}  cea; Aceag KP, 5
8. {4}  ~cea;V~ceay KP5
9. {4} ~(cea; Aceay) Theorem, 7
10. {10} ~ceby Aceby Hypothese
11. {10} ~ceby B N10
12. {10} ceb B A10
13. {10} ~ceayV ~ceay KP 11
14. {10} ceayAceay KP 12
15. {10} ~(cea; Aceay) Theorem, 13
16. {1,3} cea;Aceay B Vv3,7,14
17. {1,3} ~(ceai Aceay) B V3,915
18. {1} cea;Aceay B 33,16
19. {1}  ~(ceay Aceay) B 33,17
20. {} b =bh B~1,1819

Es wurde angenommen, daf} es zwei Schnittmengen gibt. Dann unterscheiden sie
sich in wenigstens einem Element und dieses wurde vorldufig mit ,,c* bezeich-
net. Wenn sich die Schnittmengen durch dieses Element unterscheiden, ist es in
einer der Mengen, die sich schneiden, enthalten und in der anderen nicht. Die
sich ergebenden beiden Moglichkeiten sind vollig symmetrisch und beide konnen,
wie gezeigt, zum Widerspruch gefiihrt werden. Also gibt es kein solches Element,
dann unterscheiden sich die Schnittmengen in keinem Element und sind nach EP
identisch.

Die Mittel, die uns die naive Mengentheorie in der beschriebenen Form in
die Hand gibt, erlauben es, eine Reihe wichtiger Begriffe zu formulieren, die ih-
ren Weg aus der Mathematik in die Philosophie gefunden!® haben. Hilbert sprach

1Manche auch: zuriickgefunden.
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von einem Paradies fiir Mathematiker, welches Cantor mit der Mengentheorie ge-
schaffen habe. Sie hat nur einen Haken: Naive Mengentheorie ist ist einfach zu
formulieren, elegant, fiir den Anfang ziemlich vertrauenswiirdig und auch natiir-
lich in dem Sinne, daf} sie ein Verstindnis von ,Menge‘ beschreibt, dafl recht
natiirlich erscheint. Aber ach: Sie ist widerspriichlich.!!

Russells Menge

Die folgende Ableitung eines Widerspruches — sie ist auch mit den Mitteln der
Préadikatenlogik Schritt fiir Schritt zu fithren — beginnt mit einer Einsetzung in KP.
Dabei wird eine Menge benutzt, die der oben besprochenen Menge r, verwandt
ist:

(1) (M @) AVj(Gei= (M) A~jej)))
ist ein Axiom und behauptet die Existenz einer Menge von Mengen, die nur die

Mengen enthilt, die sich nicht selbst als Menge enthalten. Sei diese Menge r
genannt. Es gilt:

2) Vj(jer = (M(j) A~jej)).

Da der Quantor in der Formel (2) sich auf den gesamten Individuenbereich be-
zieht, kann auch r eingesetzt werden, und da r nach Voraussetzung eine Menge
sein soll, kann die erste Bedingung der rechten Seite der Bisubjunktion als erfiillt
vorausgesetzt werden. Also ergibt sich nach entsprechender Einsetzung:

RP rer = ~rer.

Da r Element von sich ist oder kein Element von sich ist (dies ist eine Tautologie),
und da aus jeder der Alternativen sowohl die Formel r e r als auch deren Negation
ableitbar ist, ist die Negation von (1) beweisbar.!? Die naive Mengentheorie ist

""Die Klage stammt aus [6, S. 488]

12 Am Russell-Paradox ist nichts geheimnisvolles, es ist ein Widerspruch, der im Rahmen einer
Theorie beweisbar ist. Das Auftreten eines Widerspruchs fiihrt dazu, dal man die Schliissigkeit der
Argumentation, den Beweisgang eben, tiberpriift. Im gegebenen Fall werden nur ganz wenige und
recht elementare Mittel verwendet, die kaum bezweifelt werden konnen. Da korrekte Schliisse von
wahren Primissen auf wahre Konklusionen fiihren und hier eine falsche Konklusion vorliegt, muf3
unter den Voraussetzungen (mindestens) eine falsche sein. Also ist die Theorie nicht in Ordnung,
die skizzierten Vorstellungen tiber Mengenbildung und Mengenidentitit sind trotz aller schein-
barer Plausibilitdt nicht zu halten. Paradoxe sind immer Defekte. DaBl das Russell-Paradox und
seine Verwandten ,,Paradoxie* oder ,,Antinomie* und nicht einfach ,,Widerspruch* genannt wer-
den, driickt den Wunsch der Mathematiker aus, nicht aus Cantors Paradies vertrieben zu werden,
steht in einem Klassiker zur Mengentheorie [7, S. 4].
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ohne weitere Einschriankungen nicht widerspruchsfrei.

Um das von Bertrand Russell etwa 1901 entdeckte Paradox'® herum gibt es ei-
ne ausfiihrliche Diskussion und eine umfangreiche Literatur. Mittlerweile scheint
es Konsens zu sein, die Ursache fiir das zustandekommen des Paradoxes darin
zu sehen, daB} bei der ,,Mengenbildung* die Menge aller Mengen derart, daf3 die
Menge selbst ja schon vorausgesetzt ist, bei ihrer eigenen Bildung als Element
eine Rolle spielt. Ein solcher Selbstbezug ist in der natiirlichen Sprache nicht un-
bekannt und fiihrt bei weitem nicht immer zu Problemen. BITTE DEN EINZIGEN
IN KAPITALCHEN GESCHRIEBENEN SATZ AUF DIESER SEITE NOCHEINMAL
DURCHLESEN bezieht sich auf den einzigen in Kapitédlchen geschriebenen Satz
auf der Seite — auf sich selbst. Descartes nutzt eine versteckte Selbstbeziiglich-
keit aus, wenn er argumentiert ,,Ich denke, also bin ich®. Wer klar erkennt, dal} er
denkt, und dies Erkennen ist eine Form von denken, der ist beteiligt, seine Exis-
tenz wird prasupponiert. Im Falle von Russells und anderen Paradoxen gibt es aber
Schwierigkeiten, wie oben gezeigt wurde. Vielleicht ist die Menge aller Mengen,
die bei der Konstruktion eine Rolle spielt, aber auch einfach zu gro3? Der im
folgenden skizzierte immer noch naive Ansatz kombiniert beide Gedanken.'*

Eine naheliegende Moglichkeit die naive Mengentheorie zu retten besteht ent-
sprechend darin, nur bereits gebildete Entitdten zum Aussondern von Mengen zu-
zulassen. Anstelle von KP — zu jeder Bedingung gibt es eine Menge von Gegen-
stinden, die der Bedingung geniigen — wird ein anderes Prinzip verwendet: Zu
jeder Menge und jeder Bedingung gibt es eine Menge von Gegenstinden, die der
Bedingung geniigen und aus der Menge ausgesondert werden. Das sieht dann so
aus:

AP Fiir alle Formeln A ein Schema
Vidi(M(j) D (M) AVk(kei= (kej A A))))

Der Versuch, ein Aquivalent zum Russell-Paradox herzuleiten, endet mit der For-
mel

RP' aea = (aebA ~aea)

13Unabhingig von Russell und moglicherweise friiher ist es Ernst Zermelo bekannt gewesen.
Er hat dies jedoch nie publiziert.

“Man kann selbstverstindlich auch beispielsweise ganz banal alle Konstruktionen ad hoc ver-
bieten, die zu Widerspriichen fiihren. Die Begriindung fiir ein solches Vorgehen ist nicht schwierig
zu finden: Gerade das Auftreten eines Widerspruches zeigt, dal der angenommene Mengenbil-
dungsprozef gar nicht zu einer Menge fiihrt. Nicht jede verbal festgehaltene Eigenschaft konstitu-
iert schon eine Menge.
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wobei b die Menge ist, aus der ausgesondert werden soll. Wiirde a e b gelten, wire
das Russell-Paradox manifest. Gerade das zeigt aber, da}3 eben a e b nicht gelten
kann, und insbesondere kann b keinesfalls die Menge aller Mengen sein. Kurz
gesagt, es gibt keine Menge, die einfach alles enthiilt.

Das Prinzip AP verhindert das Russell-Paradox und 146t geniigend Freiheit,
um die iiblichen mengentheoretischen Begriffsbildungen durchzufiihren. Termi-
ni wie ,,geordnetes Paar®, ,Relation®, ,,natiirliche Zahl*“ und viele andere kénnen
in diesem Rahmen expliziert und betrachtet werden (vergleiche dazu Abschnitt
3.3.2). Kritisch ist zu bemerken, dal AP im Gegensatz zu KP Mengen voraus-
setzt, also Mengen aus vorhandenen Mengen aussondert. KP dagegen versucht zu
fassen, wie Mengen iiberhaupt gebildet werden. Die in einem folgenden Abschnitt
beschriebene iterative Auffassung von Mengenbildung geht von einem stufenwei-
sen Prozess der Bildung von Mengen aus, bei denen auf jeder Stufe alle bereits
vorhandenen Elemente und Mengen zu Mengen zusammengefaf3t werden konnen.
Im Ergebnis erhilt man eine Rechtfertigung fiir die moderne axiomatische Men-
gentheorie. Im nun folgenden Abschnitt werden einige Grundbegriffe im Rahmen
der naiven Mengentheorie vorgestellt, die teilweise bereits bei der Formulierung
der Semantik der Priadikatenlogik verwendet worden sind. Es ist durchaus ein Pro-
blem fiir die Begriindung der Logik, ob die Mengentheorie ein Teil, eine Voraus-
setzung oder ein Aufbau auf der Priadikatenlogik ist. Es wird vorausgesetzt, daf}
das Russell-Paradox und seine Verwandten auf irgendeine Weise blockiert worden
sind.

3.3.2 Tupel, Relationen, Funktionen

Der Bequemlichkeit halber und zur zukiinftigen Verwendung wird ein neues Pri-
dikat neben dem des Enthaltenseins in einer Menge e definiert — das Pridikat,
Untermenge zu sein.

Definition 31

Seien i1 und io Mengen. Dann ist 1, genau dann Untermenge von 15, wenn fiir alle
Gegenstdnde gilt: Wenn sie Element der ersten Menge sind, sind sie auch Element
der zweiten.

i1 Ciy =qen Vi(jein D jeis)

Die Menge 1, ist eine echte Untermenge von io, wenn sie Untermenge von i
ist, aber nicht identisch mit ihr.

11 Cla =dqfn 11 Cig A~ =1y
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Man kann eine ganze Reihe von Aussagen mit der Untermenge-Relation bewei-
sen, so beispielsweise dal} jede Schnittmenge Untermenge der schneidenden Men-
gen ist, jede der sich vereinigenden Mengen Untermenge der Vereinigungsmenge.
Ein interessanter Satz behauptet, daf} die leere Menge Untermenge jeder Menge
ist:

Lemma 27
Vi 0 Cq

Beweis Aufgrund der Definition der leeren Menge gilt:
Vi ~jel

Mit Hilfe der Regeln B V, E V und E D a6t sich zeigen:

Vivj (~je® D (jed D jed))

Damit gilt auch
VivVi (je® D jed)

und der Beweis ist beendet, denn diese Zeile bezeichnet nichts anderes als die
Behauptung, daf} die leere Menge Untermenge beliebiger Mengen ist. Kurz zu-
sammengefallt nutzt er, dal wenn etwas Element der leeren Menge ist (aber da ist
nichts drin), es in jeder Menge ist.!"”

Bestimmte Mengen kommen in den Diskussionen und Beispielen um philo-
sophisch relevante Themen immer wieder vor. Im Abschnitt 3.3.2 werden einige
dieser Mengen vorgestellt.

Mengen von besonderem Interesse

Es ist nicht weiter schwierig, Mengen mit mindestens ein, zwei, drei, ... Elemen-
ten, hochstens ein, zwei, drei, ... Elementen und genau ein, zwei, drei, . . . Elemen-
ten wie in Tabelle 3.7 zu charakterisieren.

Die dritte Formel in Tabelle 3.7 und entsprechende weitere erlauben es, die Men-

BDer Satz ist eine Folge der sogenannten Paradoxien der materialen Implikation. Das soge-
nannte negative Paradox der materialen Implikation besagt etwa, daf} aus einer falschen Aussage
eine beliebige Aussage folgt: ~A D (A D B). Hier ist der Terminus ,,Paradox* besonders irre-
fithrend, da die Formel leicht erkennbar eine Tautologie ist und lediglich bestimmte Einsetzungen
unter bestimmten Interpretationen der Subjunktion zu seltsamen Sitzen fiihren: ,,Wenn Wittgen-
stein das ‘Kapital’ nicht geschrieben hat, dann suchen Philosophen Freude im Leben, wenn Witt-
genstein das ‘Kapital’ geschrieben hat®.



116 KAPITEL 3. THEORIEN UND PARADOXIEN

i hat mindestens Vir1Via((J1ei A joei A ~j1 = J2)

3 Elemente D Jjs(~j1 = Ja A ~ja = js A jzei))
i hat hochstens V31V52V3((j1Ej A jaEj A jse])

2 Elemente D (j1=JaVii=J3Vija=Js3))
i hat genau Fj1(Jrei AVja(jaei D j1 = j2))

1 Element

Tabelle 3.7: Beispiele fiir Mengen bestimmter Anzahl

ge aller Einermengen, die Menge aller Zweiermengen, die Menge aller Dreier-
mengen, ...zu bilden. Seien N™ die jeweiligen Eigenschaften, genau m Elemente
zu haben. Dann existieren die passenden Mengen nach KP'S:

Fi(M (i) AVj(jei = N'Y(4)))
(M (i) AVj(jei = N2(5)))
(M (i) AV (jei = N3(4)))

Eine wichtige Mengenbildungsoperation ist die Potenzmengenbildung. Mit
der Potenzmenge P (k) einer Menge k wird die Menge ihrer Untermengen be-
zeichnet:

VETi(M(i) AVj(jei=j Ck))

Auch fiir die Potenzmenge einer bestimmten Menge 1a6t sich die Einzigkeit zei-
gen: Gébe es zwei unterschiedliche Potenzmengen zu einer Menge, miifiten sie
sich nach EP in einem Element unterscheiden. Das hieBe, da3 wenigstens eine
Menge Untermenge und auch nicht Untermenge der Ausgangsmenge wire.

Beispiel 36

1. Sei die Ausgangsmenge die Menge der Finger an einer Hand
k = {Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger, Ringfinger, kleiner Finger}.
Dann besteht P (k) aus der leeren Menge, allen Einermengen von Fingern,
Paaren von Fingern, Tripeln und Quadrupeln von Fingern und der Menge

16Ebenso konnen die Mengen auf der Basis von AP gebildet werden.
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k selbst:

P(k)={ 0,
(D}, {2}, (M}, {R}, {F},
{D,Z},{D,M},....{R, F},
{D,Z, M} {D,Z,R},{D,Z,F},....{M,R, F},
{D,Z,M,R},{D,Z, M,F},....{Z,M,R, F},
{D,Z,M,R, F} }

Auffallend ist, daf3 die Potenzmenge sehr viel grofier ist, als die Ausgangs-
menge — wiihrend k im Beispielsfall eine ,, Fiinfermenge “ ist, hat P (k) 32
Elemente.

2. Man kann eine grofie Anzahl von Mengen geradezu aus dem ,,Nichts‘ her-
aus erschaffen, indem immer wieder Potenzmengen gebildet werden:
Ausgangspunkt ist die leere Menge, es gibt keine Elemente. Der ndchste
Schritt ist die Menge, die die leere Menge enthdilt, und der iiberndichste ist
die Menge, die diese und die leere Menge enthiilt . . .

k =0

P(k) = {0}

P(P(K) = {0,{0}}

P(P(P(K)) = {0,{0},{{0}},{0,{0}}}

Paare, geordnete Tupel und Cartesische Produkte

Mengen sind niitzliche mathematische Entitéten, fiir viele Zwecke werden aber
eher geordnete Anzahlen von Objekten gebraucht. Mengen sind ungeordnet, we-
der die Reihenfolge noch die Hiufigkeit des Vorkommens eines Elementes in ei-
ner Menge spielt eine Rolle, allein daf es vorkommt, zéhlt. Genau das ist ja auch
der Sinn des Prinzips EP — Mengen sind genau dann identisch, wenn die gleichen
Elemente vorkommen, ganz egal wie oft und an welcher Stelle. Die grundlegende
Idee fiir ein Prinzip, nach dem geordnete Mengen identifiziert werden, miifite die
Reihenfolge des Vorkommens mit einbeziehen. Wenn das aber so ist, so konnen
Elemente auch mehrfach vorkommen, denn ein Vorkommen an der einen und an
der anderen Stelle unterscheiden sich dann. Der einfachste zu betrachtende Fall
ist offenbar ein geordnetes Paar.

Beispiel 37
Die Mengen {Paul, Paula} und {Paula, Paul, Paul} unterscheiden sich nicht, da



118 KAPITEL 3. THEORIEN UND PARADOXIEN

Paul und Paula beide in beiden Mengen vorkommen und sonst nichts in einer der
Mengen vorkommt. Als geordnete Anhdufungen, als Tupel unterscheiden sie sich
ganz offensichtlich, denn in der ersten ist Paula nach Paul und in der zweiten
kommt Paul zweimal vor.

Das erstrebenswerte Identititskriterium fiir geordnete Paare sollte also darauf
hinauslaufen, dafl geordnete Paare identisch sind, wenn sie an jeder Stelle in ihren
Elementen iibereinstimmen:

IKP (i1, i2) = (J1,J2) =drn @1 = J1 Niz = Jo.

Allerdings sind die so in die Sprache eingefiihrten Objekte, die geordneten
Paare, keine Mengen. Gerade das sie anders individuiert werden, zeigt das ja.
Wenn IKP jedoch die einzige Bedingung ist, die an geordnete Paare gestellt wird,
dann kann man sie als mengentheoretische Objekte benutzen falls es gelingt,
»Stellvertreter” zu finden. Damit sind Mengen gemeint, die oberflichlich viel-
leicht nicht so aussehen wie geordnete Paare, aber ebenfalls Reihenfolge und
Haufigkeit beriicksichtigen. Eine solche mengentheoretische Reprisentation ge-
ordneter Paare gibt es:

Definition 32
<17]> —dfn {{1}7{27‘7}}

Um zu zeigen, dafl die Definition dem Prinzip IKP geniigt, ist zu zeigen:

Lemma 28
Wenn (i1,12) = (j1,J2), s0 i1 = j1 und iy = jo.

An diesem Lemma liegt es, daB3 die Mengen fiir die geordneten Paare stehen kon-
nen, denn die Mengen lassen eindeutige Riickschliisse auf die Elemente und deren
Position im geordneten Paar zu.

Beweis Wenni; = i, ist, dann sind offenbar {7, } und {4, iy } die gleiche Menge
und (i1, i2) ist {{71 }}. Wegen der Identitit der beiden geordneten Paare ist (j1, j2)
ebenfalls {{i; } } und damit gilt: i1 = iy = j; = Jjo.

Wenn nicht 7; = 75 ist, dann sind die Mengen wie in Definition 32 beschrieben
und es gilt also nach Voraussetzung: {{i1}, {i1,i2}} = {{Jj1}, {J1,72}}. Die bei-
den Mengen bestehen je aus zwei Mengen, einer Einer- und einer Zweiermenge.
Da die Mengen identisch sind, miissen die beiden Einermengen und die beiden
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Zweiermengen identisch sein. Da die beiden Einermengen identisch sind, enthal-
ten sie das selbe Element und es gilt 7; = j;, analoges gilt fiir die Zweiermengen.
Die Paare stimmen also im ersten Element iiberein und haben die gleichen Ele-
mente, stimmen also auch im zweiten Element {iberein — dies war zu zeigen.

Die gefundene Definition unterscheidet zwischen (i1, i2) und (i, i1 ): Ersteres
ist die Menge {{i1}, {i1,i2}}, letzteres {{is}, {i1, 42} }. Fiir den Fall, daB i; und
12 nicht identisch sind, unterscheiden sich die beiden Mengen — genau das, was
gefordert ist.

Die Explikation von geordneten Paaren kann leicht auf geordnete Tripel, Quadru-
pel, ...allgemein: geordnete Tupel verallgemeinert werden. Auch solche geord-
neten Tupel, endliche Vielheiten von Elementen, bei denen es auf die Position
ankommt, konnen als Mengen reprisentiert werden. Anstelle eines geordneten
n-Tupels betrachtet man die Menge, die aus der Einermenge des ersten Tupel-
Gliedes, aus der Zweiermenge der ersten beiden Tupel-Glieder, ...und aus der
Menge aller Tupel-Glieder besteht:

Beispiel 38
Anstelle des geordneten 5-Tupels

(Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger, Ringfinger, kleiner Finger)
wird die Menge

{{D},{D,Z},{D,ZM}, {D,Z,M,R}, {D,Z,M,R,F} }
betrachtet.

Eine kurze Durchsicht des Beweises von Lemma 28 zeigt, da3 auch der Satz
und sein Beweis verallgemeinerbar sind und so das allgemeine Individuations-
prinzip gilt:

IKT Zwei n-Tupel sind genau dann identisch, wenn sie in jeder Position iiber-
einstimmen.

(11,19, .+, in) = (J1,725-- -, Jn) dannund nur dann, wenn
W=7 Nig=J2N... Nip = Jy
Es ist eine natiirliche Verallgemeinerung nun danach zu fragen, ob man zu
jedem Paar von Mengen die Menge aller (geordneten) Paare von Elementen so

bilden kann, daf} die erste Position jeweils mit einem Element der ersten Menge
und die zweite Position mit einem Element der zweiten Menge besetzt ist.
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Beispiel 39
Man stelle sich zwei schachbegeisterte Familien mit drei (I) bzw. vier (J) Mitglie-
dern vor, die einen , jeder gegen jeden‘“-Familienwettkampf austragen mochten.
11 soll also gegen jeden der j mit Weif3 spielen, genau wie i, und i3. Da dann
natiirlich auch jeder der j gegen jeden 1 mit Weif3 spielen wird, gibt es zwei Listen
von Paarungen (mit Weif3 als erstgenanntem Spieler):

I gegen J J gegen I

{(, 1) (insg2) (ia,ds)  (dn, da) i) Grdz) (isds)
(i2,71) (@2, J2) (i2,73) (2, Ja) (J2,01)  (J2,i2) (J2,%3)
(ig;J1) (i3, J2) (i3,73) (i3, Ja)} (3 i1)  (J3,72) (73, i3)

(Ja,11)  (Jari2) (Ja i)}

Die erste Liste wird mit I x J und die zweite mit J X I bezeichnet — die entspre-
chenden cartesischen Produkte der beiden Mengen.

Aufgrund der Tatsache, daB es sich bei geordneten Paaren (i, j) um Mengen
(von Mengen) handelt, kann die Tupel-Notation kiinftig verwendet werden. Sie
1aBt sich schlieBlich immer auf der Grundlage der Definition 32 wieder ausschlie-
Ben. So laBt sich nach KP (oder AP oder nach einem anderen passenden Prinzip)
behaupten und dann festlegen:

Definition 33

L] \V/Zl\V/ZQHJ(l{ZEj =k= <l{31,/{32> /\l{?l Eil /\kQEZé)
L v21v2n3j(l{,’EjEl{: <k1,...,kn>Ak‘1Ei1/\.../\knEin)

Fiir je n Mengen gibt es ein Menge von n-Tupeln, deren erstes Element aus der
ersten Menge, das zweite aus der zweiten, . .., und das n-te Element aus der n-ten
Menge stammt.

e Es gibt genau eine solche Menge von n-Tupeln.

Der Nachweis fiir diese Eindeutigkeitsbehauptung wird genau so gefiihrt, wie das
weiter oben fiir andere Mengen vorgefiihrt wurde.

e Diese Menge wird als cartesisches Produkt bezeichnet und folgendermaflen
notiert:
ap X ... Xan:{(ai,...,aj) :aiEal/\.../\aann}
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e " = a X ... X a istdas n-fache cartesische Produkt von a mit sich selbst.
— —

n—fach

Beispiel 40

Die Menge aller Belegungen mit Wahrheitswerten fiir einen zweistelligen satzbil-
denden Operator ist die Menge aller Paare aus {w,f}: Eine Aussage A x B mit x
als zweistelligem aussagenlogischen Operator (wie beispielsweise die Konjunkti-

on oder die Subjunktion) kann folgendermafien belegt sein:
{{w,w), (w,f), (f,w), (f,£)}, dies ist {w,f} x {w,f} oder auch {w, f}>.

Es ist leicht zu sehen, daf3 {w,f}? x {w, £} # {w,f}3, denn:
((w,w), w)e{w,f}? x {w,f} aber nicht

{(w,w), w)e{w,f}3; und

(w,w,w)e{w,f}? aber nicht

(w,w,w)e{w,f}? x {w,f}.

Relationen und Funktionen

In diesem Abschnitt wird ein Verstdandnis von ,,Relation* und ,,Funktion* vorge-
stellt, das in der Mathematik (und Logik) ganz iiblich ist und welches — implizit
— auch die Grundlage der Begriffe ist, die durchweg in diesem Text verwendet
worden sind.

Paradigmatische Beispiele fiir Relationen sind ,,groBer als®, ,liegt zwischen*
oder ,,schenkt: Berlin ist groler als Miinchen, Magdeburg liegt zwischen Berlin
und Hannover und Adam schenkt Bea das ,,Kapital*“ zu Ostern. Der erste Aus-
druck ergibt mit zwei weiteren einen vollstindigen Satz, der zweite mit drei und
der dritte bendtigt — in der hier intendierten Lesart — vier Ausdriicke: zwei Per-
sonennamen, einen Namen eines Gegenstandes (oder vielleicht einer Handlung)
und den eines Anlasses. Einstellige offene Ausdriicke wie ,,rot* oder ,,gro3* wer-
den in der natiirlichen Sprache nicht als Relationen, sondern als Eigenschaften
bezeichnet. Man kann sie mit gutem Grund als einstellige Relationen (neben den
erwihnten zweistelligen, dreistelligen, vierstelligen und so fort) bezeichnen, denn
zum einen liegen sie in der Reihe ,,bendtigt ein, zwei, drei . .. Ausdriicke, um ein
vollstindiger Satz zu werden*, zum anderen kann man die zweistelligen, dreistel-
ligen usw. Relationen, wie noch gezeigt wird, als Eigenschaften von Paaren, Tri-
peln usw. auffassen. Aus diesem Grunde werden die Eigenschaften im folgenden
nicht weiter gesondert behandelt und ,,Relation* heillit immer: Relation beliebiger
fixierter Stellenzahl (einschlieBlich Eins). Es lassen sich nur schwer umgangs-
sprachliche Beispiele fiir fiinf- oder hoherstellige Relationen finden. Hier ist es
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gleichgiiltig, wieviel-stellig eine Relation ist, es kommt allein darauf an, daf} die
Stellenzahl endlich ist.

Mengentheoretisch werden die Relationen als Mengen von Tupeln aufgefalt,
die durch die offenen Ausdriicke ausgesondert werden: ,,rot* wird durch die Men-
ge der roten Gegenstinde, ,,groBBer als* als Menge der geordneten Paare, bei de-
nen das erste Glied grofer als das zweite ist, und ,,liegt zwischen® als Menge aller
Tripel, bei denen das erste Glied zwischen dem zweiten und dem dritten liegt,
reprasentiert. Kurz gesagt: Eine n-stellige Relation ist eine Menge von n-Tupeln
(namlich der, auf die die Relation zutrifft).!”

Definition 34
Jede Untermenge des n-fachen cartesischen Produkts a™ mit sich selbst eine n-
stellige Relation R" in a.

Beispiel 41

e Inder Menge der natiirlichen Zahlen ist ,,grofler als* eine Relation, zu der
(3,2) und (17,4) gehoren, aber nicht (5,12).

e Inder Menge der Linder ist ,, grdfSer als “ eine Relation, zu der (China, Deutschland)
und (Ukraine, Liechtenstein) gehoren, aber nicht (Deutschland, Rufsland).

o [nder Menge der physischen Gegenstdiinde ist ,,grofler als “ eine Relation, zu
der (Eifelturm, Herrn Ns Personalausweis) gehdrt, aber keines der anderen
eben gerade erwdihnten Paare, da diese nicht aus physischen Gegenstdnden
bestehen.

Eine besondere Rolle spielen zweistellige Relationen. in der folgenden Definiti-
on werden Eigenschaften von zweistelligen Relationen vorgestellt, die sowohl in
den Arbeiten von Logikern als auch von Philosophen immer wieder verwendet
werden:

Definition 35
Die Relation R? in a ist reflexiv, wenn (i, 1) € R? fiir alle i e .

Die Relation R in a ist irreflexiv, wenn ~ (i, 1) e R? fiir alle i e a.

17An dieser Stelle wird klar, warum man Relationen als Eigenschaften von Tupeln auffassen
kann: ,,groBer als* ist die Eigenschaft von Paaren, die jene aussondert, bei denen das erste Glied
groBer als das zweite ist.
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Die Relation R* in a ist symmetrisch, wenn mit (i, j) € R* auch immer (j,1) € R>.
Die Relation R?* in a ist asymmetrisch, wenn mit (i, j) € R? niemals (j,1) e R?.

Die Relation R? in a ist antisymmetrisch, wenn mit (i, j) € R* und (j,1) € R* immer
auch i = j gilt.

Die Relation R? in a ist transitiv, wenn mit (i, j) € R* und (j, k) € R*> auch immer
(i, k) e R%.

Die Relation R* in a ist linear; wenn fiir alle i, j (i, ) € R* oder (j, i) e R

Die Relation R? in a ist konnex, wenn fiir alle i, j (i, j) e R* oder (j,1) e R* oder
i =j.

Relationen, die reflexiv, symmetrisch und transitiv sind, heiflen Aquivalenzrela-
tionen. ,,gleichgroB* ist eine Aquivalenzrelation in der Menge der Menschen, ge-
nauso wie die beriichtigte ,,Selbstidentitit”. Eine Aquivalenzrelation »Zerschlagt*
eine Menge so in Untermengen, dal alle Elemente einer Untermenge in dieser
Relation zu allen anderen Elementen dieser Untermenge sind und zu keinem an-
deren Element der Menge. Diese Untermengen werden auch Aquivalenzklassen
genannt:

Satz 29
Es sei R eine Aquivalenzrelation in einer Menge a und fiir jedes i€ a sei i| R die
Menge der Elemente von a, die in Relation R zu i stehen: i|R = {j: R(i,j)}.

1. Die Aquivalenzklassen identischer Elemente sind identisch:

Vivji(i=j O ilR=j|R)

2. Keine Aquivalenzklasse ist leer:
Vi ~i|R = 0

3. Die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist a:
Ui Ea Z‘R = a

4. Aquivalenzklassen sind disjunkt, das heiftt, die Schnittmengen beliebiger
nichtidentischer Aquivalenzklassen sind leer (kein Element ist Element zwei-
er verschiedener Aquivalenzklassen):

ViVj (~i=j D i|RNjIR=10)
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Beweis Die erste Behauptung gilt, weil wegen der Ersetzbarkeit Identischer und
der Reflexivitidt der Aquivalenzrelation auch gilt: i€ j|R und j e i|R. Wegen der
Transitivitit gilt dann auch Vk(k e j|R D R(i, k)) und fiir j entsprechend.

Die zweite und dritte Behauptung gelten wegen der Reflexivitidt von R.

Fiir den Beweis der vierten Behauptung sei angenommen, dal ein b in zwei ver-
schiedenen Aquivalenzklassen sei. Dann steht es mit jedem i’ ei|R wegen der
Symmetrie in Relation R: R(7’, b; und jedes j’ € j| R steht zu ihm in Relation R:
R(b, j'). Nach der Transitivitit stehen dann alle Elemente der beiden Aquivalenz-
klassen in Relation R zueinander und gehren damit zur selben Aquivalenzklasse
— die beiden angenommenen Mengen sind nicht verschieden, sondern identisch.
Also kann b nicht zu unterschiedlichen Aquivalenzklassen gehoren.

Der folgende Satz ist eine Umkehrung zu Satz 29, er behauptet, dal man zu
einer Zerlegung einer Menge in Untermengen, die die Eigenschaften von Aquiva-
lenzklassen haben, die entsprechende Aquivalenzrelation finden kann:

Satz 30

Sei b ein System von Untermengen von a, fiir das gilt:

Uiesb = a und  fiiralleieb, jeb: inj = 0.

Es lift sich eine Aquivalenzrelation R genau so finden, daf3 b die Menge der
Aquivalenzklassen zu R ist.

Beweis FEine solche Aquivalenzrelation ist folgendermafen definiert:
R(k, k') =g Ji(tebANkei Nk €d)

Eine kurze Betrachtung von R zeigt, daB3 R tatsdchlich reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist (das wird hier nicht vorgefiihrt). Die gesuchte Menge, die den
Gebrauch des Existenzquantors auf der rechten Seite der Definition rechtfertigt,
ist k| R.

Beispiel 42
Karl Marx hat bei der Analyse des Wertbegriffs eine Aquivalenzrelation genutzt
und zur Definition des Wertes verwendet [19, Seiten 50-53]:

Der Tauschwert erscheint zundchst als das quantitative Verhdltnis,
die Proportion, worin sich Gebrauchswerte einer Art gegen Gebrauchs-
werte anderer Art austauschen, . ..

Eine gewisse Ware, ein Quarter Weizen z.B. tausch sich mit x Stiefel-
wichse oder mit y Seide oder mit z Gold usw., kurz mit andern Wa-
ren in den verschiedensten Proportionen. . ..Aber da x Stiefelwichse,
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ebenso y Seide, ebenso z Gold usw. der Tauschwert von einem Quar-
ter Weizen ist, miissen x Stiefelwichse, y Seide, z Gold usw. durch ein-
ander ersetzbare oder einander gleich grofse Tauschwerte sein. . .. Die
giiltigen Tauschwerte derselben Ware driicken ein Gleiches aus. . ..

Das Gemeinsame, was sich im Austauschverhdiltnis oder Tauschwert
der Ware darstellt, ist also ihr Wert.

Marx hat beobachtet, dafs man Quantititen von Waren unabhdngig von ihrem Ge-
brauchswert in Aquivalenzklassen einteilen kann, wenn man die Relation ,,tauscht
sich gegen* betrachtet. Er betont explizit, daf es sich dabei um eine Aquivalenz-
relation handelt (,,durch einander ersetzbar®, , ein Gleiches*), selbstverstdindlich
ohne die moderne logische Terminologie zu benutzen, und fiihrt dann den fiir seine
Analyse zentrale Begriff des Wertes als Eigenschaft ein, in eine der Aquivalenz-
klassen zu fallen (ein wenig vergrobert: der Wert einer Ware ist ihre Eigenschafft,
einen ganz bestimmten Tauschwert zu haben).

Eine Balkenwaage kann dazu benutzt werden, (wiighare) Gegenstiinde in Aqui-
valenzklassen von gleichgewichtigen aufzuteilen. Da jeder Gegenstand auf diese
Weise in eine ganz bestimmte Untermenge von a fillt, ist damit auch eine Ei-
genschaft (eine einstellige Relation) auf a bestimmt. Hier ist dies, beispielsweise,
,,soviel wie diese Tiite Mehl zu wiegen®, oder — nach der Beriicksichtigung des
europdischen Systems der Mafleinheiten — ,,die Masse von einem Kilogramm zu
haben“. Man kann sogar ,,Gewicht“ definieren, wie oben ,, Wert*“ definiert wurde:
Das ist die Eigenschaft, in eine bestimmte dieser Untermengen zu fallen.

Diese Technik, abstrakte Eigenschaften iiber Aquivalenzklassen zu definieren, wird
héiufig als ,, Definition durch Abstraktion* bezeichnet. Bei der Diskussion des Can-
torschen Paradoxes findet sie ein weiteres Beispiel (Seite ).

Neben den Aquivalenzrelationen sind es die Ordnungsrelationen, die die beson-
dere Aufmerksamkeit von Mathematikern und Philosophen hervorgerufen haben.

Definition 36

1. Eine zweistellige Relation R ist eine reflexive teilweise'S Ordnung in a,
wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

18 Anstelle von ,,teilweiser” Ordnung findet man héufig auch: Halbordnung oder partielle Ord-
nung.

Referenz
einsetzen
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2. Eine zweistellige Relation R ist eine irreflexive teilweise Ordnung in a,
wenn R irreflexiv und transitiv ist.

3. Eine lineare reflexive teilweise Ordnung ist eine reflexive totale Ordnung.
4. Eine konnexe irreflexive teilweise Ordnung ist eine irreflexive totale Ord-

nung.

3.3.3 Die iterative Mengenkonzeption



Kapitel 4
Wichtige Begriffe

bestimmte Kennzeichnung S. 74
Eine bestimmte Kennzeichnung (definite Deskription) soll mit Hilfe einer
Kombination von Eigenschaften genau einen Gegenstand aus dem Indivi-
duenbereich herausgreifen.

deduktiv dquivalent S. 43
Logische Systeme sind dquivalent, wenn sie (unter Umstinden nach Uber-
setzungsprozeduren) die gleichen Theoreme haben.

funktional vollstindig S. 44
Ein System von aussagenlogischen Operatoren heift funktional vollstdndig,
wenn in diesem alle satzverkniipfenden Verbindungen dargestellt werden
konnen.

Sprache erster Stufe S.7
Die Quantoren der Sprache binden nur Individuenvariablen, die Argument-
positionen werden nur durch Individuenvariablen oder -konstanten besetzt.

Post-vollstindig S. 42
Ein deduktives System ist Post-vollstindig, wenn fiir jede Formel gilt: Ent-
weder ist sie Theorem im System, oder das Hinzufiigen der Formel zu den
Axiomen macht das System widerspriichlich.

Russell-Paradox S. 112
In der Mengentheorie wird mit ,,Russell-Paradox* die Aussage bezeichnet,
daB die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten,
sowohl Element als auch nicht Element von sich selbst ist. Sie zeigt, dal der

127
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Ausdruck ,,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten*
keine Menge bezeichnet.
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