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Georg Cantor

Menge nennt man jede Zusammenfassung von
wohlunterschiedenen Objekten der
Anschauung oder des Denkens zu einer
Gesamtheit.

Element heiBen die zusamnmengefassten Objekte einer
Menge.

Wohlunterschiedenheit bewirkt, daB jedes Element genau
einmal in der Menge ist.

Angenommen, es gibt eine (offene) Aussage P(x) Uber
einen Grundbereich D. Dann kann man Cantors Idee
folgendermaBen aufschreiben:

(1) IM¥x (x € M = P(x))

(Jede Eigenschaft beschreibt eine Menge, jede Menge
reprdsentiert eine Eigenschaft.)
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Relationen zwischen Mengen, spezielle Mengen

Identisch sind zwei Mengen, wenn sie in allen
Elementen Ubereinstimmen.

@) My=M, =4, YX(xeM,=xeM)

Untermenge einer Menge M, ist M; dann, wenn alle ihre
Elemente auch Elemente von M, sind.

Q) My C M, =g X (Xx€M —xeM)
Leer heiBt die Menge, die keine Elemente enthdilt.
(4) ~Ixxech
Universal heiBt die Menge, die alle Elemente enthdilt.

®) Vxxelu
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Operationen Uber Mengen

Schnittmenge zweier Mengen ist die Menge aller
Gegenstdnde, die Element beider Mengen
sind.

) MinM, =4¢ {Xx:xeMyundxe M}

Vereinigungsmenge zweier Mengen ist die Menge aller
Gegenstdnde, die Element wenigstens einer
der Mengen sind.

7)) MyUM, =4 {x:x€ M,oderxe M}

Differenzmenge zweier Mengen ist die Menge der
Elemente, die im Minuend aber nicht im
Subtfrahent enthalten sind.

€)) M]\MQ =dfn {X :x € Myund x ¢ MQ}

Potenzmenge einer Menge ist die Menge aller ihrer
Untermengen.

(Q) P(M) =dfn {X . X g M}
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Tupel, Kartesisches Produkt

Geordnetes Paar heit eine Zweiermenge, bei der die
Reihenfolge der Elemente eine Rolle spielt.

(10) (X,y) = (X1,¥1) =am X=X undy =y,

<X> y> —dfn {X7 {X7 y}}
Geordnetes n-Tupel heilt eine n-Menge, bei der die
Reihenfolge der Elemente eine Rolle spielt.
(-l-l) <X17---,Xn> = <y17---7yn>

=dfn X1 =VY1.--Xn=V¥n
Kartesisches Produkt von n Mengen heilt die Menge aller
(geordneten) n-Tupel aus je einem Element
jeder Menge.

(]2) M] X ... X Mn =dfn

{(X,...,Xn) - X3 € Myund ... und X, € Mp}
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Relationen

Relation auf (zwischen) n Mengen nennt man jede
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Untermenge des n-stelligen kartesischen
Produktes der Mengen.

n-stellige Relation auf einer Menge nennt
man jede Untermenge des n-fachen
kartesischen Produktes der Menge mit sich
selbst.

(13) R(Ms,....,Mp) C My x ... x Mp



Funktionen

Funktion (eindeutige Abbildung) von einer
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Urbildmenge (Definitionsbereich, domain) in
eine Abbildmenge (Wertebereich, range) ist
eine Untermenge ihres kartesischen
Produktes, wobei fur jedes Element des
Definitionsbereiches genau ein Element in der
Untermenge ist.

(14) F(M],M2) CM; x M, und
Vx e Midy e My : (x,y) € F(M;,M,) und
Vx € My~3y,y, € My :

<X>y> € F(M]aMQ) und <X7 y]> € F(M]aMQ)
und y # y;



MengengrdBe

Umkehrfunktion einer Funktion f : My — M, nennt man die
Funktion =1 : M, — M,, die aus den
~umgedrehten” geordneten Paaren bestent.

(158) ' =aem {(y,X): (X,y) €}

Eineindeutig heiBt eine Funktion, die eine Umkehrfunkfion
hat.

Gleichmdchtig heiBen Mengen, wenn es eine
eineindeutige Funktion von einer in die
andere gibt.

(16) My ~ My =4

es gibt eine 1-1-Abbildung von M, auf M,
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Eine Sprache — mengentheoretisch, Alphabet

Y]

{Na Aa \/7 -, E}

(3

{v,3}
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eine Menge von Zeichen
(fur Individuenvariablen)

eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..

. Individuenkonstanten
.funkfionalen Konstanten
. Pr&dikatkonstanten
.Klammern

.logischen Konstanten
.logischen Konstanten



Eine Sprache — mengentheoretisch, Terme

In der Menge der Terme sind die Individuenzeichen und
Ausdrlicke, die aus der passenden Anzahl von Termen
und funktionalen Konstanten gebildet werden.

1. relVoderrelK,dannteT

A7) 7€l =am 2. 7,...,m € Tund 9" € FK, dann
I(r,...,mn) €T
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Eine Sprache — mengentheoretisch, Aussagen
In der Menge der pradikatenlogischen Formeln sind die
pradikativen Ausdrucke und Ausdrucke, die aus diesen
mit den logischen Konstanten gebildet werden.

¢EPF —dfn gbZTFH(T],...,Tn),
mit 7" € PKund ry,...,the T

1. ¢ € PF, dann¢ € PLF

2. ¢y € PLFund ¢, € PLF, dann

_ ~1, (91 A ¢2), (d1 V ¢2),

D GERE Zam 1 (915 62). (61 = 90) € PLF

3. ¢ € PLFundr e |V, dann
V7r¢,3Ir¢ € PLF
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Eine Theorie, mengentheoretisch

Theorie nennt man eine deduktiv abgeschlossene
Satzmenge: Die Menge aller Aussagen, die
die Axiome enthdlt und alle Formeln, die aus
ihnen mit Regeln abgeleitet werden kénnen.

Axiome (¢ — (v — ¢))

(0= (¥ = ¢)) = (0 = ¥) = (¢ = ¢)))
(M = ~9) = ((~Y = ¢) = ¥))
(V7o = ¢(7/71))
(mit 71 ein Term, der frei ist fUr die Variable 7)
(V7(¢p = ¥) = (¢ — V7rp))  (mMit 7 nicht frei in ¢)

Regeln (¢ — ¢), ¢ -9
¢ VTP
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Eine Beispieltheorie

Alphabet IV = {x,x1,....Xn,..., V. V1,- s Vny.-.}
K = {o}
PK = (=)

FK = {®,0}

Vereinbarungen Wir schreiben:
1 =7 anstellevon = (ry,7m)
7 anstelle von /(1)
DT anstelle von  &(1y, m™)
1O  anstellevon  ©(r,m)
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Axiome der Beispieltheorie (plus Logik)

VX X=X

X =y = (d(X,X) = ¢(X,y))
X1 =X — (X = X3 = X0 = X3)
X1 =X = X =X

o2 X

X7 Z X5 — X1 = X
XDe = X

X1®Xp = (X ©X)
XOe = e

X10X3 = (X1 0X)®X)
Faralle ¢ é(e) = (Vx(6(X) = $(x)) = ¥x(x))
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Strukturen

n-stell. Operation auf einer Menge M werden die
Funktionen von M" in M genannt.
n-mal

—_——f
o' " Mx..xM—M

n-stell. Relation auf einer Menge M werden die
Untermengen von M" genannt.
n-mal

—_——
RTCMx...xM

Struktur heiBt eine Menge mit Mengen von
Relationen, Operationen und
ausgezeichneten Elementen.
> = (M,R],...,Rm,O],...,On,e],...,e/)
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Unterstrukturen

Unterstruktur fUr eine Struktur X ist die Struktur ¥’ genau

Dr
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dann, wenn

. MCM
2. faralle xy,...,x; e M= R (x1,...,X) <
Ri(X1 -+, %)
3. furalle xy,...,x, X1 € M
Ol (X1, ., X)) = Xip1 <= Ok(X1, ..., X)) = Xi31
4. farallei: e = g
P>
Trdgermenge N R
Relationen < <
Operationen + +
ausgezeichnete Elemente | 0 0



Isomorphismen

Isomorph sind zwei Strukturen, wenn ihre Elemente
eineindeutig aufeinander abbildbar sind.

(19

1.
2.

3.

Y'Y =44 esgibteine einein-
deutige Abbildung f : M < M’ mit:

Ri(f(x1),...,f(xn)) & Ri(x1,...,Xn)
oi(f(x1), ..., f(xn)) = f(Xps1) &
Oi(X7, ..., Xn) = Xn11

f(e) = &

Eigenschaften zeigen, daB isomorphe Strukturen
gewissermaBen ,gleich™ sind:
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=3
z/ o~ z// = Z// o~ Z/
z/ o~ z//&z// o~ ZI” = Z/ o~ Z///



Beispiel Isomorphismus, eine Struktur

UUT UU2 UU3 UU4 UU5 UU6 UU7 UU8 UU9 UUI0 UUTT UUI2 UUI3 UU14 UU1S UU16

\/\/\/\/\/\/\/\/
\/ \AQ/

M

ausgezeichnetes
Element e

eine Relation R,
eine Relation R
eine Operation o
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G4

Anna

Anna und ihre Vorfahren bis in die 4. Ge-
neration
Anna

mdannlich sein
..ist Tochter von ...
ist Vater von ...



Beispiel Isomorphismus, eine weitere Struktur

UUT UU2 UU3 UU4 UU5 UU6 UU7 UU8 UU9 UUI0 UUTT UUI2 UUI3 UU14 UU1S UU16

\/\/\/\/\/\/\/\/
S e S

G4

\Mu.u/ \.Avq/
\Hr/
M Chris und ihre Vorfahren bis in die 4. Ge-
neration
ausgezeichnetes  Chris
Element e
eine Relation R, mdannlich sein
eine Relation R ...ist Tochter von ...

eine Operation o st Vatervon . ..
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Beispiel Isomorphismus, noch eine weitere Struktur

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

\/\/\/\/\/\/\/\/

M 31 Zahlen

ausgezeichnetes 0

Element e,

eine Relation R, gerade sein

eine Relation Ry ...ist ist ungerade oder 0 und eins klei-
nerals...

eine Operation o  addiere 2 zu ..., falls es kleiner als 15 ist
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Modelle

Modell (ganz grob) einer Theorie ist eine Struktur, in
der alle Satze der Theorie wahr sind. Etwas,
was von der Theorie beschrieben wird.

Modell M = (©,7) ist ein Paar aus einer Menge ©
(Domain, Interpretationsbereich) und einer
Funktiion J (Interpretation,
Interpreationsfunktion), fur die qilt:

1. D #0.
2. Wenn 7 € IK, dann 3(7) € D.
3. Wenn 9" € FK, dann ist 3(¢") n-stellige
Operation auf D.
4. Wenn 7" € PK, dann ist 3(=") n-stellige
Relation auf ®.
Variablenbelegung U schreibt Variablen Werte aus © zu:
Wenn 7 € IV, dann Y(r) € D.
r-Variante . einer Belegung U unterscheidet sich von
der Ausgangsbelegung hdchstens im Wert far
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Werte von Termen und Pr&dikatformeln

Ziel: ein Modell fur die Pradikatenlogik 1. Stufe (first
order logic, klassische Quantorenlogik)

Terme Sei ¥ € FK n-steligund 7y,...,m7 € IVUIK.
Dann ist der Wert!
3,B(9(m1, ..., 7)) = IS (T (1), - .., (7))
J(r) fallsTelK
B(r) fallstelV

Pradikatformel Seir € PK n-steligund r,...,m, Terme.
Dannist (z(1,...,7h) genau dann gultig in 9t
unter G, wenn)

9,3, 0(w(m,...,m7)) =t<
(3,%0(m),...,3,B(mn)) € I(m)

wobei J*(7) =

'Das ist nicht vollig korrekt aufgeschrieben. Wir missen den Fall
alleinstehender IV und IK, sowie auch ineinander verschachtelte Terme
betrachten. Die entsprechende (induktive) Definition sollte
einigermaRen klar sein.
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Gultig (erfdllt) il Modell (Tarski)

COM, U E n(r,...,7m) <= 9,73,0(x(n,...,m)) =t
MUV E~p <= MUK
MUVEP Y — MY Eooder M,V =
MV EVre < faralle Y, : MV, E ¢
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Allgemeingultigkeit

Erflllbar (satisfiable) ist eine Formel, wenn es ein
Modell und eine Belegung so gibt, daB sie im
Modell unter der Belegung erfullt ist.
Wahr ist eine Formel im Modell, wenn sie unter jeder
Belegung im Modell erfullt ist.
Allgemeingiiltig (tfautologisch) ist eine Formel, wenn sie in
jedem Modell unter jeder Belegung erfullt ist.
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