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Wahrheit

Das Wahre hat der, der das Getrennte als getrennt und
das Verbundene als
verbunden denkt; das 0 eeeeeccceeeoen
Falsche ergreift, wer o =55 560 600 600
eben dieses Verhdltnis
anders auffaBt als es in
Wirklichkeit ist.
(Aristoteles,

Metaphysik)

P(ay) ist wahr in diesem © bei dieser Verteilung der Pfeile,
weil der ay-Punkt tatsdchlich im P-Kreis liegt: 3(ay) € 3(P).
Q(an) ist nicht wahr in diesem © bei dieser Verteilung der
Pfeile, weil der an-Punkt tatséchlich nicht im Q-Kreis liegt:

J(an) € I(Q).
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Relationale Aussagen
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Modelle

Ein Modell fur eine Sprache £ (bei uns: die Sprache der
Pradikatenlogik) ist ein Paar aus einer
Trgermenge (die Gegenstdnde der Welt)
und einer Interpretationsfunktion, die allen
(Individuen- und Prédikat-) Konstanten der
Sprache entsprechend Elemente des
Gegenstandsbereiches, Mengen von solchen
Elementen oder Mengen von Tupeln von
solchen Elementen zuschreibt: Mt = (D, 7).

Der Gegenstandsbereich © ist eine nichtleere Menge.

Die Interpretation 7 ist eine Funktion, deren
Argumentbereich KU IK und deren
Wertebereich © U P(®') fur alle i ist.
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Beispiel

Eine konkrete Sprache:

IK: AT -H8

PK: weiB, schwarz, ist ne-
ben, liegt horizontal zwi-
schen, liegt verfikal zwi-
schen, liegt diagonal zwi-
schen

Prédikatenlogisch:
O},O]Q,...Z,Ggm.é 5 ,
Pl Py, &, Ry, RS, R, . ..

Ein konkretes Modell:

—NWOWKAOION

ABCDEFGH

® = die Menge der Felder.

J(A2) = das Feld erste
Spalte, zweite Reihe
J(weiB) = die Menge der
weilen Felder,

J(ist neben) = die Menge
der Paare von Feldern, die
nebeneinander liegen



Formalisierung

Formalisieren: Ein konkretes Modell:
8
A2,B3,C4 ~ Q9,018,077
weil ~ P 6
schwarz -~ P 9]
neben ~ gl
h-zwischen ~ R 2
v-zwischen ~ [ 1
d-zwischen ~- R3 ABCDEFGH
A2 ist weiB. Py (av)
B3 ist nicht schwarz. ~P>(ans)
B3 ist nicht d-zwischen A2 und C4. ~R3(ahg, Ao, Oo7)
B3 hat Nachbarn. IXQ(x, ayg)
)

Alle Felder sind weiB. VXxPy(x



Wahrheitsbewertung

Interpretieren: Ein konkretes Modell:
8
Qg, 18,7 J: A2,B3,C4 7
P, J: Menge... g
Py J: Menge... g‘r
Q J: Paarmenge... %
R J: Tripelmenge ... ABCDEFGH
P1(co) & 3(aw) € 3(P1)
t ~
~Ps(ans) < J(ag) € I(P2)
t ~ ~
~Rs(ang, O, Oo7) & (I(Ons), I(Ap), I(o7)) & T(Rs)
IXQ(x, ays) & fur einen Wert B(x) : (V(x),I(ng)) € I(Q)
VxP () & fur alle Werte B(x) : B(x) € I(Py)



Variablenbelegungen (noch ungefdhr)

Das Problem: Wie werden die quantifizierten Formeln und
die mit freien Variablen bewertet?
» VxP(x) ist wahr im Modell, wenn jedes
einzelne Element aus © in J(P) ist.
» JIxP(x) ist wahr im Modell, wenn irgendein
Element aus © in J(P) ist.
» P(x) ist wahr im Modell wenn x irgendein

Wert aus ® gegeben wurde und der in
J(P) ist.
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Variablenbelegungen (noch ungefdhr)

Die Lésung: Betrachte Funktfionen, die den Variablen
Werte aus © zuschreiben:
Variablenbelegungen 2.

» Wenn alle Belegungen, die verschiedene
Werte far x liefern, Werte aus J3(P) liefern,
ist die Allaussage gultig im Modell (unter
der Belegung).

» Wenn eine der Belegungen, die
verschiedene Werte fur x liefert, einen
Wert aus J(P) liefert, ist die
Existenzaussage gultig im Modell (unter
der Belegung).

» Wenn die aktuelle Belegung einen Wert
aus J(P) fur x liefert, ist die offene Aussage
gultig im Modell (unter der Belegung).
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Variablenbelegungen

Variablen | G U* U Uy, Uy,
X A3 Al Al A3 A3
Xo A5 Al A5 A4 A5

E .. Al ... U-Wert B-Wert
Xn A5 Al Hé6 A5 A3
X1 C4 Al H6 C4 C4

: Al ... U-Wert U-Wert

i-Belegung in einem Modell heit eine Belegung, die
sich von der Belegung U hdchstens im Wert far die
Variable i unterscheidet.

(U;(j) = B(j) fur alle verschiedenen Variablen i und j.)
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Modelle fUr die Pradikatenlogik

Sei © eine nichtleere Menge, 3(i) € ® , 3(f") € " und
B(i) € D.

Wir definieren 0, U = A:
A ist wahr (erfiillt) in einem Modell unter einer Belegung

Schema:
M,V = A genau dann, wenn

(eine Wahrheitsbedingung in Abhdngigkeit von der Form
von A)

M,V = A heiBt: esist nicht so, daB M,V = A
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Die Pradikatformeln
M, = (i, ...,Ih) genaudann, wenn (J*(ir),...,3*(in)) € 3(f"),

wobei 3(i) = 3(p) falls j; eine Individuenkonstante ist
7 U(j)  falls iy eine Individuenvariable ist.

e« D x D =D?

M,V = P2(an, Xm) genau dann, wenn

(3(an), B(xm)) € I(P3)

~Anna mag Bodo" ist genau dann erfullt (in 91, 0), wenn
die, die mit ,Anna” bezeichnet wird, und der, der mit
.Bodo™ bezeichnet wird, ein Paar sind, das in der mit
»mogen” bezeichneten Menge ist.



Die Negatfionen

M,V = ~A genau dann, wenn M,V (=
A

Sei o = - gultig in M, Y,

und § = - ungultig in 9, V. MY | ~~A

MU= A
Al ~A M,V = A
Wi M, T = ~~A
fl| 1o

~Anna mag Bodo nicht" ist genau dann gultig (in M, V),
wenn ,Anna mag Bodo™ dort ungultig ist.
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Die Konjunktionen

M,V = AAB genau dann, wenn M,V = Aund M,V =

B.

A B|ANB M, W = AN B
oW 1 M,V = Aund M,V = B
L |

fow f M,V =Aund M,V = B
Fog f MYV E=ANB

~Anna mag Bodo und sie mag Chris™ ist genau dann
gultig (in M, V), wenn ,Anna mag Bodo™ und ,Anna mag
Chris™ auch dort gultig sind.
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Die Adjunktionen (Disjunktionen)

M,V = AV B genau dann,
wenn M,V = A oder M,V = B.

A B|AVSB M, W = AV Bund M,V 1~ A
LEE i M,V = B

v 10

fog f MY E=AVB

~Anna mag Bodo oder sie mag Chris"™ ist genau dann
gultig (in M, V), wenn ,Anna mag Bodo™ oder aber
~Anna mag Chris* auch dort gultig sind.
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Die Subjunktionen (Implikationen)

M,V = A DB genau dann,
wenn M,V = A oder M,V = B.

A B|ADB M,V = A Bund 9N,V = A
w w| M,V =B

o f

fog o MUVE=ADB

.Wenn Anna Bodo mag, dann mag sie auch Chris™ ist
genau dann gultig (in 9, 0), wenn ,Anna mag Bodo
nicht™ oder aber ,Anna mag Chris* auch dort gultig sind.
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Die Bisubjunktionen
(Implikationen in beiden Richtungen)

M,V = A= B genau dann, wenn
M,V = Aund M, Y = B, oder M,V = Aund M,V ~ B.

A B|A=B M, V= A=Bund M,V = A
w1 1o M, =B
o f f
M,V b= Bund M,V 1 A
f 1o f
Pof fo MYVE=A=8B

.Wenn Anna Bodo genau dann mag, wenn sie auch Chris
mag” ist genau dann gultig (in M, V), wenn ,Anna mag
Bodo und auch Chris® oder aber ,Anna mag Bodo nicht
und auch Chris nicht™ auch dort gultig sind.
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Die Allaussagen (generelle Aussagen)

M,V = VIA genau dann,
wenn far alle i-Varianten 2; von U qilt: 9, 0; = A

Alles flieBt ...
MVEA
flieBt M,V = A fur beliebige M, T
M,V = ViA

~Anna mag alle® ist genau dann gultig (in 9, V), wenn
~Anna mag JEDEN" fur eine beliebige Auswahl von JEDER
auch dort gultig ist.
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Die Existenzaussagen (partikuldre Aussagen)

M,V = JiA genau dann, wenn
fur mindestens eine i-Variante U; von U gilt: M, 0, = A

Es gibt einen Gott
M, = A) J-IK
M,V = JiA

@oﬁ M,V = VIA
M, Y = JiA

~Anna mag jemanden® ist genau dann gultig (in 9, 0),
wenn ,Anna mag EINEN™ fUr wenigstens eine Auswahl von
EINER auch dort gultig ist.
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Wahrheitsbedingungen (Tarski)

M,V = (i, ..., In) genau dann, wenn (J*(iy),...,T*(in)) € I(f").
3+()) = { (i) falls j; eine Individuenkonstante ist
(i)  falls j eine Individuenvariable ist.
M,V = ~A genau dann, wenn 9, U (= A,
MUV E=AANB genau dann, wenn 9,V = A und 9,V = B.
MY E=AVB genau dann, wenn M,V = A oder 9,V |= B.
MUVE=ADB genau dann, wenn 9,0 £ A oder M,V = B.

MUVE=A=8B genau dann, wenn M, U = Aund 9,V = B;
oder aber M,V K= Aund M,V £~ B.

M,V = ViA genau dann, wenn 9,0, = A fUr alle ;.
M,V E A genau dann, wenn M, V; = A fUr irgendein ;.
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Wahrheit

erfUllbar im Modell ist eine Formel genau dann, wenn es
eine Belegung gibt, unter der sie im Modell
erfUlit (wahr) ist

wahr im Modell ist eine Formel genau dann, wenn sie
unter jeder Belegung im Modell erfdlit (wahr)
ist

erfullbar ist eine Formel genau dann, wenn es eine

Belegung und ein Modell so gibt, daB sie im
Modell unter der Belegung erfullt ist

allgemeingultig (logisch wahr, tautologisch) ist eine
Formel, wenn sie wahr in jedem Modell unter
jeder Belegung ist

unerfullbar (logisch falsch, kontradiktorisch) ist eine
Formel,
die unter keiner Belegung in keinem Modell
erfullt ist
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