Flir manche Aufgaben gibt es mehr als einen richtigen Lésungsweg.
Falls Sie nicht verstehen, warum Sie nicht alle Punkte bekommen
haben, sehen Sie Ihre Lésung bitte wdhrend der Sprechstunde ein.
Die Ubungsblétter werden nach dem Klausurtermin vernichtet.

1. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Formeln allgemeingiiltig sind:

(@) P(a) A (Q(a) VvV R(a)) D P(a) AQ(a) V P(a) A R(a)
Dazu wird angenommen, es gibe ein Modell (und eine
Belegung fur die Variablen, die wir hier nicht brauchen)
in dem die Formel nicht gultig ist:
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Die Zeilen 11-14 miissen alle gemeinsam gelten, fir das-
selbe Modell. Wegen 11 und 13 gilt J(a) € 3(Q): die Inter-
prtation von « ist nicht in der von P oder nicht in der von
Q@ (13), in der von P ist sie aber (11), also ist nicht in der
von (. Aus den gleichen Griinden, jedoch wegen 11 und
14, gilt J(a) ¢ J(R). Also ist die Interpretation der Indivi-
duenkonstanten weder in der von () noch in der von R. 12
fordert aber, daf} sie in einem von beiden sein muf3 — dies
ist ein Widerspruch. Ein Modell, in dem die Ausgangsfor-
mel nicht gultig ist, kann es also nicht geben, daher ist
sie in allen Modellen gultig.

Vr(P(r) 5 Q(x)) A Qa) D Pla)
e Es wird wieder angenommen, die Formel ware nicht
allgemeingiiltig und ein Widerspruch wird gesucht.

1. MY E=Ve(P(x) D Q(x)) AQ(a) Ann D
2. M,V W~ Pla) Ann D
3. MY EVe(P(z) D Qx)) und
4. MV = Qa) 1A
5. fur alle U, : M,V = P(x) oder M, VU, = Q(x) VDo
6. J(a) € I(P) und I(a) € I3(Q) 2,4Prad
7. far alle U, : V. (x) € I(P) oder V,(x) € I(Q) 5Prad

Koénnen die Zeilen 6 und 7 beide gemeinsam gelten? Ja,
in vielen unterschiedlichen Modellen. Unter anderem in
denen, in denen es nur einen Gegenstand im Interpreta-
tionsbereich ® gibt, der dazu in der (-Menge aber nicht
in der P-Menge liegt.



2. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Formeln kontradiktorisch
sind:

(a)

P(a,b) A P(b,a) D (P(a,b) = P(b,a))

e Angenommen, es gibe ein Modell in dem die Formel
gilt:

1. M = P(a,b) A P(b,a) oder M = P(a,b) = P(b,a) Ann D
2. M}~ P(a,b) oder M = P(b,a) oder

oder M = P(a,b) und M (- P(b,a) oder
oder M £ P(a,b) und M = P(b,a) IA =
3. (3(a),3(b)) € I(P) oder (J(b),3(a)) ¢ I(P) oder

) &

oder (J(a),J(b)) € 3(P) und (J3(b),I(a)) € I(P)

oder (J(a),J(b)) ¢ I(P) und (J3(b),I(a)) € I(P) 2Prad
Die ,und” in den Zeilen 2 und 3 binden starker als die
~oder® (nicht, da3 das generell so ware, hier ist das so
aufgrund der Ausgangsformel), so daf} es fur das Erfiillen
der Bedingung in 3 ausreicht, wenn eine der Alternativen
in einem Modell realisiert werden kann. So ein Modell ist
beispielsweise eines, in dem (J(a),J(b)) ¢ J(P) gilt — seien
die entsprechenden Interpretationen Anna, Bodo und Lie-
ben, und Anna liebe Bodo nicht. Da es ein solches Modell
gibt, ist die Formel nicht kontradiktorisch.

Ja(P(z) A ~P(x) A ~Q(x))
e Angenommen, in einem Modell 9 unter einer Bele-
gung ‘U wurde die Formel wahr sein:

1. MY = Jx(P(z) A ~P(z) A ~Q(x)) Ann
2. farein Y, : M, Y, = P(x) A ~P(x) A ~Q(z) 13
3. farein Y, : M, Y, = P(x) und

und M,V, = P(x) und M, Y, = Q(x) 2N~
4. far ein Y, : Y, (z) € I(P) und
und U, (z) € I(P) und U, (x) € I(P) 3Prad

Es ist leicht zu sehen, daf3 fiir das Erfiillen von 4 eine
Belegung und eine Interpretation erforderlich sind, die
ein Element des Interpretationsbereiches sowohl inner-
halb als auch auferhalb der P-Menge setzt. Das ist ein
Widerspruch und die Formel ist eine Kontradiktion.



3. Uberpriifen Sie, ob die folgende Behauptung gilt:

(@) Vavy(P(z) A Q(y)) = Ve P(x) AVyQ(y)
e Damit die beiden Formeln aquivalent sind, muf3 gelten
(1) Vavy(P(x) A Qy)) = Vo P(x) AVyQ(y)
(2) VaP(x) AVyQ(y) | VaVy(P(x) A Qy))
Gilt eine der beiden Behauptungen nicht, sind die For-
meln nicht aquivalent.

(1) Von links nach rechts: Angenommen, die Pramisse gilt
und die Konklusion nicht:

L. MY = Vavy(P(z) A Q(y)) Ann
2. MY EVeP(x) ANVyQ(y) Ann
3. far alle U, fur alle U, :

M, 2, |- P(x) und M, 0, |- Q(y) 1WA

4. fur alle U, fur alle G, :
Mm,Y,,(r) € I(P) und M, TV, (y) € I(Q) Prad3

5. 9, Y £ Ve P(x) oder M,V = VyQ(y) 2/
6. fur ein Y, : M, Y, = P(zr) oder

oder fur ein U, : M, T, # Q(y) A%
7. far ein Y, : V,(z) € I(P) oder

oder fur ein Y, : U, (y) € J(Q) 6Prad

Tatséachlich ist U, (z) aus 7 unter den Werten, die die J,,
fiir + annehmen kénnen — namlich dann, wenn der Wert
fir y nicht gedndert wird. 4 schlief3t damit die erste Alter-
native aus 7 aus. Auch der Wert U, (y) aus 7 ist unter den
Werten, die die U,, fur y annehmen kénnen - namlich
dann, wenn der Wert fir z nicht geAndert wurde. Damit
ist die zweite Alternative aus 7 ausgeschlossen — das ist
aber der gesuchte Widerspruch. (1) ist damit gultig.

(2) Von rechts nach links: Angenommen, die Pramisse gilt
und die Konklusion nicht:

1. 9,Y = VaVy(P(z) A Q(y)) Ann

2. M,V = VeP(z) und M,V = VyQ(y) Ann

3. fur ein Y, fur ein Y, :
V., (x) € I(P) oder V,,(y) & I(Q) 1VV A Prad

4. fur alle U, : V. (x) € I(P) 2vPrad
)

J
5. far alle Y, : U, (y) € I(Q 2vPrad



Den gesuchten Wert aus 3 kann es nicht geben, da alle
Werte nach 4 und 5 sowohl in der P- als auch in der -
Menge liegen.

4. Uberpriifen Sie, ob die folgende Menge inkonsistent ist::

(@) {VaVy(P(z) AQ(y)), 3xTy(~P(x) v ~Q(y))}
e Eine Formelmenge I' ist inkonsistent, wenn sich eine
Formel A so finden laft, dag gilt:
A I'E~A.
Solche Formelmengen haben kein Modell (denn dieses
angenommene Modell ware eines fir A und auch ~A4), so
gilt also: Wenn eine Formelmenge ein Modell hat, ist sie
nicht inkonsistent. Uberpriift werden muf3 daher, ob die
gegebene Menge ein Modell haben kann — angenommen,
sie hatte eines . ..

1. MY = VaVy(P(x) A Q(y)) Ann
2. MY | Jzdy(~P(x) vV ~Q(y)) Ann
3. far alle U, fur alle U, :

Mm,Y,,(x) € I(P) und M, TV, (v) € I(Q) 3a, (1)1

4. far ein Y, fur ein Y, :

M, G, (x) € I(P) oder M,V (y) £ I(Q) analog Z. 32
Es ist gut zu sehen, dal wenn die Belegungen aus 4 fi-
xiert werden, die Bedingung 3 nicht mehr erftillt werden
kann. Es kann also kein Modell fiir die Formelmenge ge-
ben und die letztere ist inkonsistent.

e Hier ist eine zweite, direktere Methode: Zeigen Sie

(1) {¥a¥y(P(x) A Q(y)), Fay(~P(x) V ~Q(y))} E VaP(a)
(2) {¥a¥y(P(x) A Q(y)), Jay(~P(2) V ~Q(y))} | ~VaP(x)

5. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Behauptungen gelten:
Achtung, Fehler in Aufgabenstellung beseitigt! (11.12.)
(@ P(a),~P(a) = R(a,b,c)
e Jedes Modell, in dem J(a) € 3(P) und auch J(a) € J(P)

gelten, ist auch eines fur jede beliebige andere Formel —
namlich keines.



(b) Wenn A = Bund A | ~B, dann () = ~A.

e Wenn die Voraussetzungen gelten, ist {A} inkonsis-
tent. Dann ist es eine Kontradiktion. Dann ist seine Ne-
gation eine Tautologie — und genau das wird behauptet.

6. Lesen Sie nach, was Realismus und Antirealismus sind. Er-

lautern Sie auf diesem Hintergrund, was es heif3t, daf3 es un-
entscheidbare Aussagen gibt.

e Die Menge der allgemeingultigen Aussagen der Pradikaten-
logik ist insofern unentscheidbar, als daf3 es kein allgemeines
Verfahren gibt fiir jede vorgegebene Formel zu entscheiden,
ob sie allgemeingiltig ist oder nicht. Geht man von realisti-
schen Vorstellungen aus (Aussagen erhalten ihren Wahrheits-
wert aufgrund der Gegebenheiten in der Welt und diese sind
prinzipiell auch erkennbar), dann sollte es keine unentscheid-
baren Probleme geben.

. Wie muf3 man die beiden folgenden Aussagen in die Sprache
der Pradikatenlogik tibersetzen, wo ist der Unterschied?
(@) Eines Tages verstehst du das.

(b) Eines Tages kommt niemals.

Wissen Sie, woher das kommt? Someday never comes, CCR

e Die erste Aussage sollte am besten als quantifizierte Aus-
sage uber Tage (Momente) Uibersetzt werden. In der zweiten
ist ,eines Tages” ein Name und sollte als Individuenkonstante
ubersetzt werden.
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