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Dedekind 1879, Peano

Grundbegriffe 1, Zahl, Nachfolger
Axiome Fast formal:

P1 1 (0) ist eine natürliche Zahl.
P2 Wenn x eine natürliche Zahl ist, so gibt es eine

natürliche Zahl x ′ (die deren Nachfolger genannt
wird).

P3 1 6= x ′ für alle natürlichen Zahlen x .
P4 Wenn x ′ = y ′, dann x = y .
P5 Sei Q eine Eigenschaft (die auf natürliche Zahlen

zutreffen oder nicht zutreffen kann), dann gilt: Wenn
1. 1 die Eigenschaft hat; und
2. wann immer x die Eigenschaft hat, x ′ sie auch hat;

dann haben alle natürlichen Zahlen die Eigenschaft.

Uwe Scheffler 2



Eine formale Theorie

Alphabet IV = {x , x1, . . . , xn, . . . , y , y1, . . . , yn, . . .}
IK = {•}
PK = {$}
FK = {′,⊕,�}

Vereinbarungen Wir schreiben:
τ1 $ τ2 anstelle von $ (τ1, τ2)
τ ′ anstelle von ′(τ)
τ1⊕τ2 anstelle von ⊕(τ1, τ2)
τ1�τ2 anstelle von �(τ1, τ2)
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Axiome der formalen Theorie (plus Logik)

∀x x $ x

x $ y → (φ(x , x)→ φ(x , y))

x1 $ x2 → (x1 $ x3 → x2 $ x3)

x1 $ x2 → x ′
1 $ x ′

2

• 6$ x ′

x ′
1 $ x ′

2 → x1 $ x2

x⊕• $ x

x1⊕x ′
2 $ (x1⊕x2)

′

x�• $ •
x1�x ′

2 $ (x1�x2)⊕x1

Für alle φ : φ(•)→ (∀x(φ(x)→ φ(x ′))→ ∀xφ(x))
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Das Standardmodell

Das folgende Modell ist ein Modell für die beschriebene
Theorie und wird Standardmodell genannt:
Interpretationsbereich ist die Menge der nichtnegativen

ganzen Zahlen.
0 ist die Interpretation von •.

Nachfolger ist die Interpretation von ′.
Addition und Multiplikation sind die Interpretationen von

⊕,�.
= ist die Interpretation von $.
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I Widerspruchsfreiheit?
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