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Widerspruchsfreineit

Satz

Alle Theoreme sind allgemeingdiltig.
Alle Axiome sind allgemeingultig.
Alle Regeln erhalfen die Allgemeingultigkeit.
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Widerspruchsfreiheitsbegriffe

Semantisch widerspruchsfrei ist ein System genau dann,

wenn es keine Formel ¢ so gibt, daB F ¢ und
- —¢.

Absolut widerspruchsfrei ist ein System genau dann,
wenn nicht alle Formeln beweisbar sind.
Satz

Die klassische Pradikatenlogik ist semantisch und absolut
widerspruchsfrei.

Nutzet ¢ — E ¢.

Nutze darlber hinaus die semantische
Widerspruchsfreiheit.
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Ableitbarkeit aus beliebigen Mengen

I F ¢ genau dann, wenn es eine Menge von Aussagen
g el,....onelsogibt,daB Ay, ..., AnF 9.
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Korrektheit

Korrekt ist ein logisches System bezlglich einer
Semantik genau dann, wenn gilt:
WennT ¢, dann T |= ¢.

Satz

Die Pradikatenlogik ist korrekt bezuglich der vorgestellten
Semantik.
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Beweis der Korrektheit
[
RO Sy S}
Fgr = (b2 = (.. = (on = ¥)..)

For—= (2= (..~ (en—19)...)

Far alle Mt: Wenn I = ¢4, ..., ¢n, dann M = ¥

Far alle Mt: Wenn Ot =T, dann 9t = ¢

M=
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Konsistenz

Inkonsistent heiBt eine Formelmenge I', wenn es ein ¢ so
gibt, daB T+ ¢ und Tl F —¢.

Konsistent ist eine Formelmenge, die nicht inkonsistent ist.

Konsistent (inkonsistent) mit einer Formelmenge I heit
eine Formel ¢, wenn die Menge I' U ¢
konsistent (inkonsistent) ist.

Maximal konsistent ist eine Formelmenge I', wenn gilt

1. T ist konsistent.
2. FUralle ¢ ¢ T gilt: T U ¢ ist inkonsistent.
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w-Vollstandigkeit

w-vollstéindig heiBt eine Formelmenge, die mit jeder
Aussage —Vr¢ auch eine Aussage —¢(7/7")
enthdlt.
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Freie VVariablen und neue Konstanten

Satz

Sei ' eine Individuenkonstante, die nicht in ¢ vorkommt,
und sei T eine Individuenvariable. Es gilt:

Es gibt genau dann ein M,V so, daB M,V = ¢, wenn es
ein M’ W' so gibt, daB M’ , V' = ¢(7/7').

Folge |= ¢ genau dann, wenn = ¢(r/71").

Links nach rechts: 3'(1') = (), sonst wie J
Rechts nach links: 6(r) = 3'(7'). sonst wie U’
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VollstGndigkeit

Volisténdig ist ein Systemn genau dann, wenn jede
Folgebeziehung auch eine Ableitung ist:
WennT = ¢, dann T F ¢.

Satz
Die Pradikatenlogik ist (stark) vollstandig.

» Zu beweisen:

Jede konsistente Formelmenge kann zu einer maximal
konsistenten und w-vollstdndigen erweitert werden.

Jede maximal konsistente und w-vollstandige
Formelmenge hat ein Modell.

Eine Formelmenge ist genau dann konsistent, wenn
sie ein Modell hat.
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Das zentrale Lemma

Satz

Jede konsistente Formelmenge kann zu einer maximal
konsistenten und w-vollstdndigen erweitert werden.

Voraussetzung Satzmengen, freie Variablen werden
durch neue Konstanten ersetzt.

Methode Zwei verschrédnkte auffUllende Prozeduren.
Nicht konstrukftiv.

Beschreibung Nummeriere alle Formeln. Eine Runde
konsistent maximalisieren. Eine Runde
w-vervollstandigen mit neuen Konstanten.
Wegen der Spracherweiterung eine zweite
Runde maximalisieren. Wegen der
Formelerweiterung eine zweite Runde
vervollsténdigen. Und so fort.
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Godelnummerierung der Formeln

Verendlichen des Alphabets: x, a, P,’,V, -, —, ), (
VX1 P3(x1) = Ps(y) ~  WX'P"(X) — P"(x")
Zuweisen von Zahlen:

—~— ] J < ~TWaQq X
A A A A
OO NO O DN WN —
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Godelnummerierung der Formeln |l

Primzahlzerlegung nutzen:
\v/ X / P / / / ( X / )
25 31 54 73 114 134 174 199 231 204 318

— P / / / ( X / /
377 413 43% 474 534 597 611 674 714 738

1. Jede Zahl ist Ergebnis héchstens einer
Formelgddelisierung. Die Nummer ist immer zu finden.

2. Es gibt ein Entscheidungsverfahren fur die Frage, ob
eine Zahl eine G6delnummer einer Formel ist.

3. Aus der Gddelnummer einer Formel kann man die
Formel wiederherstellen.
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Konsistent maximalisieren und w-vervollstandigen |

» Mengen K" und H})” im AnschluB an eine konsistente
Menge K und eine Ordnung von Aussagen
T M

» FUr H™ und H'*1 und K™ und K™ in letzteren
kommen alle K aus ersteren und mglw. mehr vor; 7; |
heiBt: die k-te Konstante der I-ten Mengenschicht.
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Konsistent maximalisieren und w-vervollstandigen
|

1. KI=K
o Kkm. _ K falls K" U {¢n} inkonsistent ist
ol T KU {9} falls K" U {¢n} konsistent ist
3. HS=UK" faralle!
4. Ht! =
e falls die m-te Formel von HY

nicht ~V7¢ ist
HR'U o(7 /T n) ansonsten

5. K =UH, farale
6. K*=UJK,uUHT furalle l,k,mund n
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Warum wir alles richtig gemacht haben
Satz
Fur die so gebildete Menge K“ gilt:
1. KC K,
2. Kv ist konsistent.
3. K ist maximal.
4. K¥ st w-vollstandig.

1. gilt, weil Maximierung und Vervollstandigung (S. 15)
nur Formeln hinzufugen, nie herausnehmen kénnen.

3. qilt, weil jede angenommene zu K“ konsistente aber
nicht dort enthaltene Formel irgendwann auf inre
Konsistenz zu einem K" Uberpruft wurde. Ist die
Formel konsistent zu K¢, dann ist sie es auch zu K" -
wegen K" C K“ und wurde demnach hinzugefugt.

4. gilt analog zu 3.
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2. K¥ ist konsistent

» Angenommen, K¢ ist inkonsistent. Dann gibt es eine
endliche Menge ¢y, ..., ¢; und eine Formel v so, daB
O, Y und SR TE et TR
Dann gibt es auch eine K- oder H-Menge, in der die
Formeln ¢ alle enthalten sind, die also selbst schon
inkonsistent ist.

» Da K konsistent ist, muB die Inkonsistenz dieser Menge
M7 durch Maximalisieren oder Vervollstandigen einer
frheren, konsistenten Menge entstanden sein.

» Maximalisieren produziert nach Voraussetzung nur
konsistente Mengen. Auch Vervollstndigen kann

man ausschlieBen:
MR U {x(r/T) EE MR U {=x(r/7)} F ¢ Vorauss
MY~ E—x(r/m) =€ MY -x(r/7') = ¢ Ded-T

M= - x(r/7) IndBew
M=k (7 /) Umben
M=V = v () Gen

Damit ware schon M2~ inkonsistent.
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Eigenschaften maaximal konsistenter und
w-Vvollstandiger Mengen K

Satz

1. Furjede Formel ¢: ¢ € K oder —¢ € K, aber nicht
beide.

2. Faralle ¢,v: ¢ — ¥ € K genau dann, wenn ¢ ¢ K oder
Y € K.

3. Furalle ¢:Vr¢ € K genau dann, wenn far alle
Individuenkonstanten v ¢(r/7') € K.
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Far jede Formel ¢: ¢ € K oder —¢ € K, aber nicht
beide.

1. ¢ und —¢ sind nicht beide in K, sonst wdre die
inkonsistent.

2. Angenommen, ¢ und —¢ sind beide nicht in K. Dann
gilt wegen der Maximalitéat, daB fur irgendwelche

Y, "
KUt 1, mp KU=gEy, -1 \Vorauss
K —¢ K —=¢ DedT,IndBew

Dann wdare K, gegen die Voraussetzung, inkonsistent.
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Far alle ¢,¢: ¢ — ¢ € K genau dann, wenn ¢ € K
odery € K

1. Angenommen, ¢ — ¥ € K, ¢ € Kund ¢ € K.
Dann ist — wegen der Negationsbedingung - - € K,
damit auch K + —¢.
Wegen ¢ — ¢ € K, ¢ € K gilt auch K - ¢ und K wdre
inkonsistent.

2. Angenommen, ¢ — ¢ ¢ K und auch ¢ ¢ K oder ¢ € K.
Dann gilt K - =(¢ — v¢) wegen der

Negationsbedingung.
2.1 Falls ¢ € K gilt =¢ € K, und K = ¢ — ) folgt mit
P — .

2.2 Fallsy e K, folgt KE ¢ =y mit ¢ = ¢ — 1.
In beiden Fdllen wdare K inkonsistent.
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Far alle ¢: V¢ € K genau dann, wenn far alle
Individuenkonstanten 7’ ¢(7/7') € K

1. Angenommen, Vr¢ € K und fUr eine
Individuenkonstante 7 ¢(7/7') ¢ K.
Dann gilt fur diese Konstante —¢(r/7') € K, also
KE =¢(r/T).
Es gilt aber K + ¢(7/7') nach der Beseitigungsregel fur
den Allguantor und K wdre inkonsistent.

2. Angenommen, V7¢ ¢ K, und fur alle
Individuenkonstanten 7’ ¢(7/7') € K.
Dann ist =V7¢ € K, besitzt eine Nummer und hat Uber
die Vervollstandigung (mindestens einmal) einen
Zeugen der Form —¢(7/7") in K erzeugt.
Eines der 7' ist aber / und damit wdére K inkonsistent.
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Modelle fur maximal konsistente und
w-Vvollstandige Mengen

Universum ist die Menge der naturlichen Zahlen.

Individuenkonstanten werden durchnummeriert und auf
ihre Positionsnummer interpretiert.

Pradikatkonstanten werden auf entsprechende n-Tupel
mit der Regel interpretiert: Dann und nur
dann, wenn es eine atomare Formel
7T(7','],. 50 ,T,'k) in K gIbT, ist
(3(7in), -, (7)) € I(r).

(®,7)s0,daB® =N
J(r)eN
I(m) = {3, .-, (i) : w1, - - - i) € K}

m
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Gultigkeit im Modell

Satz

Sei K eine maximal konsistente, w-vollstandige Menge und
M ein wie oben beschriebenes Modell. Dann ist eine
Formel genau dann im Modell erfdllt (gultig), wenn sie
Element der Menge K ist.

Furalle ¢: M = ¢ genau dann, wenn ¢ € K.

Methode ist eine Induktfion Uber den Formelaufbbau,
Anzahl n der logischen Operatoren in ¢
Anfang n=0, ¢ — atomare Formel:
(I(rn, ..., (7)) € I(m)
genau dann, wenn
7T(7‘,'],...,7’,'k) e K.
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GuUltig im Modell heiBt, in K sein — Induktionsschritt

Sei ¢ eine Negation —p.

1. M= Ann
M Y Def—
YK \Vor
- € K Neglemma

2. M~ Ann
om ): Y Def-
Y eK Vor

-1 & K NeglLemma
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GuUltig im Modell heiBt, in K sein — Induktionsschritt

Sei ¢ eine Subjunktion ¢ — 1’

1. MEY =Y Ann
M = 4 oder M o' Def—
v ¢ Kodery' € K [Vor
V=Y ek SubLemma
2. MEY > Ann
M = und M = ¢ Def—
e Kundy' €K Vor

=Y EK SubLemma

Uwe Scheffler 25



GuUltig im Modell heiBt, in K sein — Induktionsschritt

Sei ¢ eine Allaussage V7

1. M= Vry Ann
M = (r/7) furalle IK 7/ Defv
(/") € K fur alle IK 7/ [Vor
V1 € K GenLemma

2. M= V1Y Ann
M £ (/") fur eine IK 7/ w-Voll
W(r/7') € K fur eine IK 7/ [Vor

Vi & K GenLemma
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Konsistenz und Modellexistenz

Satz

Eine Formelmenge ist genau dann konsistent, wenn sie ein
Modell hat.

1. Sei die Menge inkonsistent. Dann gibt es eine Formel
¢ 0, daB K + ¢, =¢. Wegen der Korrektheit gilt
K = ¢, —¢. Dann ist das Modell so, daB Mt = ¢, —¢. So
etwas gibt es nicht.

2. Sei die Menge konsistent. Dann ist sie zu einer
maximal konsistenten und w-vollstandigen
erweiterbar. Die hat ein Modell, das auch eines fur die
Ausgangs-Menge ist.
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Starke Vollstndigkeit

Definition Ein logisches System heiBt genau dann stark
vollstndig bezuglich einer Semantik, wenn
jede Folgebeziehung auch eine
Ableitbarkeitsbeziehung ist:

Wenn K = ¢, dann K I ¢

Satz

Die Pradikatenlogik ist stark vollstandig.
Beweis Sei K = ¢
dann ist K U —=¢ nicht erflllbar, hat kein Modell;
dann ist K U —¢ inkonsistent;
dann gibt es ein ¢ so, daB K U —¢ F ¢, =),
dann K + ¢.
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.und die Folgen

Vollstandigkeit Jede Tautologie ist ein Theorem.

Kompaktheit Eine Folgebeziehung heilt genau dann
kompakt, wenn fur jede Folgerung K = ¢ ein
endliches K’ C K so gibt, daB K’ = ¢.

Die Pradikatenlogik ist kompakt.
(Beweis Uber die Vollstandigkeit)

Léwenheim-Skolem 1 Jede konsistente Formelmenge hat
ein Modell in den natUrlichen Zahlen.
(Jede Theorie mit einem Modell hat auch ein
abzdhlbares Modell.)

Léwenheim-Skolem2 Jede konsistente Formelmenge hat
ein Modell fur jede unendliche Kardinalzahl «.
(Beweis Uber die Abbildung der ,neuen™
Elemente auf ein fixes Element und Indukfion
uber die Formelmenge)
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