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Eine Sprache — mengentheoretisch, Alphabet

0:G

{~ AV, =, e}
{v,3}
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eine Menge von Zeichen
(fUr Individuenvariablen)

eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..
eine Menge von ..

. Individuenkonstanten
.funktionalen Konstanten
. Pr&dikatkonstanten
.Klammern

.logischen Konstanten
.logischen Konstanten



Eine Sprache — mengentheoretisch, Terme

In der Menge der Terme sind die Individuenzeichen und
Ausdrlicke, die aus der passenden Anzahl von Termen
und funktionalen Konstanten gebildet werden.

1. TelVoderrelK,dannrteT

(D 7€l =am (2. 7,...,m € Tund ¥ € FK, dann
9(7ry,...,n) €T
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Eine Sprache — mengentheoretisch, Aussagen
In der Menge der pradikatenlogischen Formeln sind die
pradikativen Ausdrucke und Ausdrucke, die aus diesen
mit den logischen Konstanten gebildet werden.

¢EPF —dfn gbZTFn(T],...,Tn),

(2) pe PLF =4¢n
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mit 7" € PKund ry,...,the T

¢ € PF, dann ¢ € PLF

¢1 € PLFund ¢, € PLF, dann
~1, (91 A $2), (1 V ¢2),
(1 = ¢2),(¢1 <> ¢2) € PLF

¢ € PLFund 7 € IV, dann
Vro,3rd € PLF



Eine Theorie, mengentheoretisch

Theorie nennt man eine deduktiv abgeschlossene
Satzmenge: Die Menge aller Aussagen, die
die Axiome enthdlt und alle Formeln, die aus
ihnen mit Regeln abgeleitet werden kdnnen.

Axiome Al (¢ — (¢ — ¢))

A2 (¢ = (= 9)) = (¢ = ¥) = (¢ = 9)))
A3 (i) = ~g) = ((~i) = ¢) = 1))
A4 (Y1d — ¢(1/71))
(mit 7 ein Term, der frei ist fur die Variable 7)
A5 (V7(¢ — 1) = (¢ — Yr)))
(mit 7 nicht frei in ¢)

Regeln R1 (¢ — ), ¢ F 9
R2 ¢ V1o
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Die Objektsprache

V={xy,z,x,...}
K={a,b,cao,...}
FK:{f,g,h,fﬂ,...}
PK={P,QR,P], . .}
AV ={p,q,r,p,...}
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Der Beweisbegriff

Beweis der Formel ¢ ist eine endliche Folge von

Formeln 4, ...,1¢n, von denen jede eine
Instanz eines der Axiome ist oder nach den
Regeln aus den vorhergehenden Gliedern der
Folge gewonnen wurde und fur die gilt: ¢, ist
0.

Theorem ist eine Formel ¢, fUr die es einen Beweis gibt
(+ ).

Uwe Scheffler



Ein Beispielbeweis

lL.o=({(g—=p)—=p)—=((P—(q—p)—(P—pP))
2.p—((@—p)—p)

3. (p—(g—pP))—(P—pP)

4.p—=(q—p)

5. p—p

TMp—p
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Ein Beweisschema

Lo=(¥—=0¢)= )= ((¢— W)= (¢—9))

2.9 ((v—9)—9)

3. (¢ = (¥ —=9)) = (¢ = 9)

4.¢ = (¥ = 9)

5. ¢— ¢

Beweis der Formel ¢ ist eine endliche Folge von
Formeln 4, ...,v¥n, von denen jede eine
Instanz eines der Axiome oder eines bereits
bewiesenen Theoremschemas ist oder nach

den Regeln aus den vorhergehenden
Gliedern der Folge gewonnen wurde und fur

die gilt: ¢, ist ¢.
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Definifion der fehlenden logischen Konstanten

D oAV =am ~(d— ~)
VY =grn  ~(~PdA~D)
v =am (P2 Y)ANW — @)
Irg  =arn ~VT~O
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Was ist eine aussagenlogische Konstante?

Aussagenlogische Konstanten verbinden Aussagen
(Formeln) zu Aussagen (Formeln).

Aussagen sind wahrheitsfahige linguistische Enfit&ten.

Aussagenlogische Konstanten sind Funktionen von
n-Tupeln von Wahrheitswerten in
Wahrheitswerte.

¢ Y|~ dNY OV =Y o
v | f 10 10 10 10
ooff f ro f f
f | f 10 10 i
foflw f v ro
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Funktionale Vollstndigkeit

Funktional vollstandig ist ein System von
aussagenlogischen Operatoren genau dann,
wenn sich mit inrer Hilfe alle
aussagenlogischen Funktionen ausdricken
lassen.

Satz

Das System ~, A ist funktional vollstandig.
Induktion Uber die Zahl der Argumente der Funktion:

1. Die Adjunktfion 1Bt sich durch ~, A darstellen.

2. Alle einstelligen aussagenlogischen Funktionen lassen
sich durch ~, A darstellen.

3. Annahme: Alle kleiner als (n + 1)-stelligen Funktfionen
lassen sich durch ~, A darstellen.

4. Dann lassen sich auch die (n + 1)-stelligen Funktionen
durch ~, A darstellen.
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Funktionale Vollstndigkeit, 1 und 2

F] —dfn
F2 —dfn
F3 =dfn
F4 —dfn
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Funktionale Vollstndigkeit, 3 und 4

O P2 én  bni F’?“ F1n an FY A dnp1 V) A ~pnpa
v 1o o o I h N

LY 10 10 I I Jo

i i Jx F{’/\vag/\f
o f fooom oy ooy jon

i i f w bn  bn  on

v w o ) h )

foow oo f o ) b

Lo S 7 P FPAfVFR Ao

f f fooljno1 dniy o
foof f f Jon b0 on
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Funktionale Vollstndigkeit — wie klein geht’s?

o Y| oty gy ~¢  =darm Y

v | f f dAY =g ~(PT)
v f| o f

foro| o ~¢  =arn PlY

f f|l o w Ay =g ~P|~
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Ableitungen

Ableitung einer Formel ¢ aus der endlichen
Formelmenge {¢n,...,¥n} Wr,...,¥n F ¢) heiBt
eine endliche Folge von Formeln, von denen
jede

1. ein Axiom, oder
2. ein Theorem, oder
3. eine der Annahmen 4, ..., 9¥n, 0der
4. aus vorhergehenden Zeilen nach den
SchluBregeln gewonnen wurde, wobei
keine Anwendung der
Generalisierungsregel auf Variablen
vorkommt, die frei in den Hypothesen
vokommen;
und far die gilt: ¢ ist die letzte Formel der
Folge.
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Beispiel-Ableitungen

p—q,q—rpkr
p—q Ann
q—r Ann
P Ann
q 1.3. MP
r 2.4, MP

RN~

Vx(P(x) — Q(x)), VXP(x) - VYxQ(x)

Vx(P(x) — Q(x))
VXP(x)

P(x) — Q(x)
VxP(x) — P(X)
P(x)

Q(x)

VxQ(x)

©NO oA LN~

Uwe Scheffler

YX(P(x) = Q(x)) = (P(x) = &(x))

Ann
Ann
AX

1.3, MP

AX

2,5, MP
4,6, MP

7. Gen



Das Deduktionstheorem

Satz

Wenniy,...,vnt ¢, danny, ..., 0p_1 = vn — ¢.

Folge Wenn 4, ...,vn F ¢, dann
Fpr = (2= (.. = (Yn—9)...)
Zweck Vereinfachen von Beweisen: Ableiten anstelle
von Beweisen

Beweis Induktfion Uber die Ladnge der Ableitung
(Anzahl der Zeilen)
Umbau der Ableitung 1, ...,9¥n F ¢ in die
Ableitung ¥, ..., Y1 FYn — @
1. Die Ableitung hat nur eine Zeile.
2. Wenn der Umbau bis zur n-ten Zeile
gelungen ist, kann man diesen bis zur
(n+1)-ten fortsetzen.
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Deduktionstheorem, Schritt 1
Seiq,...,vn F ¢ die 1. Formelfolge
1. & mit &m ist ¢. Man bildet 1. ¥n—&
- zundchst die 2. Formel- :

folge, die keine Ablei- N tn— &

n. ) €
n+1. &4 fung ist: N+ 1. ¥n— &np
m. &m m. ¢¥n—E&m

Allerdings steht in der letzten Zeile dieser Folge das
geforderte letzte Glied der gesuchten Ableitung!
Induktionsanfang — ¥, — &;:

» & ist Axiom, 1. & Ax,The . Ann
Theorem 2. L= @Wn—6) I\/Z\;
q X —
> & ist by — Yy ¥n =&
> & isten 1. Yn—=& The

Das ist ¢y, ...,1%n_1 F ¥n — ¢ bis zur 1. Zeile.
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Deduktionstheorem, Schritt 2

Angenommen die zweite Formelfolge ist passend
umgebaut bis Zeile n.

Zusatzlich zu den méglichen Rechtfertigungen aus dem
Induktionsanfang kann &,, 1 noch als Resultat
der Anwendung von MP und Gen entstanden
sein:

> £ny ist Axiom, Theorem

> Enpist Py —hng

> Engr ist ¢n

» &ny 1 ist aus vorhergehenden &y und Em — &y

> {ny ist V7€ aus vorhergehendem &, mit — nicht frei in

¢]7"'7¢n
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Deduktionstheorem, Schritt 2 MP

Em ;ﬁn —&m

Em — Eng n = (Em = &nt1)
Nl e MP N1 G bnp

¥ — &m

;ﬁn — (€m — &nt1)

k tn = (Em — §np1) = ((¥n = Em) = (¥n = §nt1)) AX
kK+1 vn—= & 2 x MP

Uwe Scheffler 21



Deduktionstheorem, Schritt 2 Gen

Em Yn —E&m
n+1 Vrém Gen n+1 n—Vrém
¥ — &m

K ¥r(tn — &) = (Un — Vrém)  AX
Kk + 1 VT(wn — gm) Gen

Uwe Scheffler
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Der indirekte Beweis

Saiz

Wenn 1, ..
und Yy, ..
dann  y,...

1.
n :lpn

¢

6 = ¢

> ¥n, P €

77;[)07_'¢'__'£
7¢ﬂ'_¢

¢ =& = (¢ = € — )

¢
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Ann

Ann

DT
DT
AX

2 x MP
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Wie’s genht, |

}— —\ﬂgb — qb
denn ——¢ — ¢

denn es gibt ein ¢ derart, daB  ——¢, ¢ - 2

und g, ¢
1. =g = (= — ~—¢) S
2. ﬁgb — ﬁ¢ The
; e AN 18 g6 (< (6 ) Ax
: 4. (=m0 = (=6 = —¢)) MP
5. - Ann
B MP
¢’|_ 5 7. =d— —d MP
a 8. —¢p— ¢ (m¢ = b ¢) AX
9. ¢ MP

Uwe Scheffler
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Wie’s geht, |l
1. ==¢ = (=¢ = ==¢) AX
2. —¢p— ¢ The

3. 2= ¢ = (7¢ = (¢ — ~9))  AX

4. (- = (-6 = 0)) VP

5 ¢ Ann

6. ¢ — ¢ MP

7. =g — -0 MP

8. —¢p— ¢p— (mp— ¢ — @) AX

9. & MP

L =6 = (=6 = (<6 = =¢))

2. 6= (=6 = 0)

3. ¢ = (=d = —¢ = (7m¢ — (= — —9)))

4. ==¢ = (=¢ = (=¢ — —¢))

5. —|—\¢ — —|—|¢)

6. =6 — (=6 — ~¢)

7. ==¢ = (=¢ — —¢)

g. ¢ = (= =) = (mp = ) — §))

~—¢ = ¢

we Scheffler



Wie’s gent, lll

—

oObwN =

k+1

k+2

O o ~NO
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(== = (=6 = ~¢))

(== = (=6 = ~=0)) = (== = (== = (¢ = —=¢)))
=6 = (¢ = (~ = =)

¢ = (~¢ = —0)

= = (¢ = =6 — (== = (= = ~¢)))
= = (¢ = (~ = —9))

g —

(=6 = (=6 = (=6 = ~-9))) -

= (== = =) = (-~ = (=6 = ~¢)))
= = (= = )

= = (= — ~9)

= = (= = ¢ = (¢ = == = $))
= ¢

AX
AX
MP

The

AX
MP
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