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Georg Cantor

Menge nennt man jede Zusammenfassung von
wohlunterschiedenen Objekten der
Anschauung oder des Denkens zu einer
Gesamtheit.

Element heißen die zusammengefassten Objekte einer
Menge.

Wohlunterschiedenheit bewirkt, daß jedes Element genau
einmal in der Menge ist.

Angenommen, es gibt eine (offene) Aussage P(x) über
einen Grundbereich D. Dann kann man Cantors Idee
folgendermaßen aufschreiben:

(1) ∃M∀x (x ∈ M ↔ P(x))

Uwe Scheffler 2



Stimmt das so?
Wie viele? Beschreibt jede Eigenschaft eine Menge, ist

jede Menge von einer Eigenschaft
beschrieben?
Angenommen, M ist eine Menge, die so groß
ist wie die der natürlichen Zahlen. In einer
„normal“ aufgebauten Sprache kann man
ebenfalls so viele Eigenschaften in dieser
Menge (offene Formeln) haben. Es gibt aber
viel mehr Untermengen von M – also gibt es
Mengen von Elementen von M, die nicht
durch eine Eigenschaft ausgedrückt sind.

Russell Definiert jede Eigenschaft eine Menge?
Betrachten wir x 6∈ x . Dann:

∃M∀x (x ∈ M ↔ x 6∈ x); nennen wir das M R(2)
∀x (x ∈ R ↔ x 6∈ x)

R ∈ R ↔ R 6∈ R
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Relationen zwischen Mengen, spezielle Mengen

Identisch sind zwei Mengen, wenn sie in allen
Elementen übereinstimmen.

(3) M1 = M2 =dfn ∀x (x ∈ M1 ↔ x ∈ M2)

Untermenge einer Menge M2 ist M1 dann, wenn alle ihre
Elemente auch Elemente von M2 sind.

(4) M1 ⊆ M2 =dfn ∀x (x ∈ M1 → x ∈ M2)

Leer heißt die Menge, die keine Elemente enthält.

(5) ∅ =dfn {x : x 6= x} (∼∃x x ∈ ∅)

Universal heißt die Menge, die alle Elemente enthält.

(6) U =dfn {x : x = x} (∀x x ∈ U)
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Operationen über Mengen
Schnittmenge zweier Mengen ist die Menge aller

Gegenstände, die Element beider Mengen
sind.

(7) M1 ∩M2 =dfn {x : x ∈ M1 und x ∈ M2}
Vereinigungsmenge zweier Mengen ist die Menge aller

Gegenstände, die Element wenigstens einer
der Mengen sind.

(8) M1 ∪M2 =dfn {x : x ∈ M1 oder x ∈ M2}
Differenzmenge zweier Mengen ist die Menge der

Elemente, die im Minuend aber nicht im
Subtrahent enthalten sind.

(9) M1\M2 =dfn {x : x ∈ M1 und x 6∈ M2}
Potenzmenge einer Menge ist die Menge aller ihrer

Untermengen.

(10) P(M) =dfn {x : x ⊆ M}
Uwe Scheffler 5



Tupel, Kartesisches Produkt
Geordnetes Paar heißt eine Zweiermenge, bei der die

Reihenfolge der Elemente eine Rolle spielt.

(11) 〈x , y〉 = 〈x1, y1〉 =dfn x = x1 und y = y1

〈x , y〉 =dfn {x , {x , y}}
Geordnetes n-Tupel heißt eine n-Menge, bei der die

Reihenfolge der Elemente eine Rolle spielt.

(12) 〈x1, . . . , xn〉 = 〈y1, . . . , yn〉

=dfn x1 = y1 . . . xn = yn

Kartesisches Produkt von n Mengen heißt die Menge aller
(geordneten) n-Tupel aus je einem Element
jeder Menge.

(13) M1 × . . .×Mn =dfn

{〈x1, . . . , xn〉 : x1 ∈ M1 und . . . und xn ∈ Mn}
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Relationen

Relation auf (zwischen) n Mengen nennt man jede
Untermenge des n-stelligen kartesischen
Produktes der Mengen.
n-stellige Relation auf einer Menge nennt
man jede Untermenge des n-fachen
kartesischen Produktes der Menge mit sich
selbst.

(14) R(M1, . . . , Mn) ⊆ M1 × . . .×Mn
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Funktionen

Funktion (eindeutige Abbildung) von einer
Urbildmenge (Definitionsbereich, domain) in
eine Abbildmenge (Wertebereich, range) ist
eine Untermenge ihres kartesischen
Produktes, wobei für jedes Element des
Definitionsbereiches genau ein Element in der
Untermenge ist.

(15) F(M1, M2) ⊆ M1 ×M2 und

∀x ∈ M1∃y ∈ M2 : 〈x , y〉 ∈ F(M1, M2) und

∀x ∈ M1∼∃y , y1 ∈ M2 :

〈x , y〉 ∈ F(M1, M2) und 〈x , y1〉 ∈ F(M1, M2)

und y 6= y1
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Mengengröße

Umkehrfunktion einer Funktion f : M1 → M2 nennt man die
Funktion f−1 : M2 → M1, die aus den
„umgedrehten“ geordneten Paaren besteht.

(16) f−1 =dfn {〈y , x〉 : 〈x , y〉 ∈ f}

Eineindeutig heißt eine Funktion, die eine Umkehrfunktion
hat.

Gleichmächtig heißen Mengen, wenn es eine
eineindeutige Funktion von einer in die
andere gibt.

(17) M1 ∼ M2 =dfn

es gibt eine 1-1-Abbildung von M1 auf M2
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Mächtigkeit

Äquivalenzklasse: |M| =dfn {M1 : M1 ∼ M}
endlich: Anzahl der Elemente (Menge der

. . . Zweiermengen . . . )
unendlich: |M| ist unendlich

=dfn ∃M1(M1 ⊂ M ∧M1 ∼ M)
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Mächtigkeit der Potenzmenge

Satz
Die Potenzmenge PM einer Menge M mit der Mächtigkeit
n hat die Mächtigkeit 2n.

Induktion über n:
Anfang: |P∅| = 1.

Voraussetzung: Wenn |M| = n, dann |PM| = 2n.
Schritt: Sei M ⊂ M′ und |M′| = n + 1. Dann gilt für jedes

x ∈ PM: es selbst und jeweils eine Menge, die
zusätzlich zu allen Elementen von x das neue
Element aus M′ enthält, sind Elemente von
PM′. Das sind 2n+1 Elemente.
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Cantors Satz
Satz
Die Mächtigkeit der Potenzmenge PM ist größer als die
von M.

Drei Schritte, mit einem (2) interessanten:
1. |M| ≤ |PM|

Es gibt eine Abbildung f : M −→ PM so, daß
f (x) = {x}. Jedes {x} ist höchstens einmal Abbild, in
PM sind aber noch mehr Mengen.

2. Es gibt keine Abbildung f : M −→ PM so, daß jedes
x ∈ PM mindestens einmal Abbild ist.
(Nächste Folie)

3. Dann kann nicht |M| = |PM| gelten, also |M| < |PM|.
Es kann keine eineindeutige Funktion f : M −→ PM
geben, wenn nicht alle Elemente aus PM mindestens
einmal Abbild sind.
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Cantors Satz, Schritt 2
Satz
Die Mächtigkeit der Potenzmenge PM ist größer als die
von M.

2. Es gibt keine Abbildung f : M −→ PM so, daß jedes
x ∈ PM mindestens einmal Abbild ist.
(Nächste Folie)

Angenommen es gibt eine solche Abbildung f . Dann
definieren wir:

F =dfn {x ∈ M : x 6∈ f (x)} also
F ∈ PM und ∃y f (y) = F und also
y ∈ F → y 6∈ F

y 6∈ F → y ∈ F

Also gibt es keine solche Abbildung.
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Unendlichkeit

Angenommen, es gibt eine Menge M, deren Kardinalzahl
größer als jede natürliche Zahl ist (das ist beispielsweise
die Menge der natürlichen Zahlen). Dann gibt es
verschiedene Stufen von Unendlichkeit mit wachsenden
Kardinalzahlen:

|M| < |PM| < |PPM| < |PPPM| < . . .

abzählbar nennt man die kleinste transfinite Kardinalzahl
überabzählbar heißen alle größeren Kardinalzahlen
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Das Diagonalverfahren, Cantors Satz
Satz
Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzählbar.

Bereits in [0, 1] gibt es überabzählbar viele reelle Zahlen.
Denn:

0, x1 x2 x3 . . .
0, y1 y2 y3 . . .
0, z1 z2 z3 . . .
...

0, 6= x1 6= y2 6= z3 . . .

Satz

|N| < |R|

Frage (Kontinuumshypothese): Ist R die kleinste transfinite
Menge nach N?
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Strukturen

n-stell. Operation auf einer Menge M werden die
Funktionen von Mn in M genannt.

on :

n-mal︷ ︸︸ ︷
M × . . .×M −→ M

n-stell. Relation auf einer Menge M werden die
Untermengen von Mn genannt.

Rn ⊆
n-mal︷ ︸︸ ︷

M × . . .×M

Struktur heißt eine Menge mit Mengen von
Relationen, Operationen und
ausgezeichneten Elementen.
Σ = (M, R1, . . . , Rm, o1, . . . , on, e1, . . . , el)
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Unterstrukturen

Unterstruktur für eine Struktur Σ ist die Struktur Σ′ genau
dann, wenn

1. M′ ⊆ M
2. für alle x1, . . . , xi ∈ M′ : R′k(x1, . . . , xi)⇐⇒

Rk(x1, . . . , xi)
3. für alle x1, . . . , xi , xi+1 ∈ M′ :

o′k(x1, . . . , xi) = xi+1 ⇐⇒ ok(x1, . . . , xi) = xi+1
4. für alle i : e′i = ei

Beispiel
Σ′ Σ

Trägermenge N R
Relationen ≤ ≤
Operationen + +
ausgezeichnete Elemente 0 0
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Isomorphismen
Isomorph sind zwei Strukturen, wenn ihre Elemente

eineindeutig aufeinander abbildbar sind.

Σ′ ∼= Σ =dfn es gibt eine einein-
(18)

deutige Abbildung f : M ↔ M′ mit:
1. R′i (f (x1), . . . , f (xn))⇔ Ri(x1, . . . , xn)
2. o′i (f (x1), . . . , f (xn)) = f (xn+1)⇔

oi(x1, . . . , xn) = xn+1
3. f (ei) = e′i

Eigenschaften zeigen, daß isomorphe Strukturen
gewissermaßen „gleich“ sind:

Σ ∼= Σ

Σ′ ∼= Σ′′ ⇒ Σ′′ ∼= Σ′

Σ′ ∼= Σ′′&Σ′′ ∼= Σ′′′ ⇒ Σ′ ∼= Σ′′′
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Beispiel Isomorphismus, eine Struktur
q q q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q qq q q qq qq
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U1 U8

G1 G4

Mu Va

Anna

M Anna und ihre Vorfahren bis in die 4. Ge-
neration

ausgezeichnetes
Element e1

Anna

eine Relation R1 männlich sein
eine Relation R2 . . . ist Tochter von . . .
eine Operation o ist Vater von . . .
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Beispiel Isomorphismus, eine weitere Struktur
q q q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q qq q q qq qq
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Mu Va

Chris

M Chris und ihre Vorfahren bis in die 4. Ge-
neration

ausgezeichnetes
Element e1

Chris

eine Relation R1 männlich sein
eine Relation R2 . . . ist Tochter von . . .
eine Operation o ist Vater von . . .
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Beispiel Isomorphismus, noch eine weitere Strukturq q q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q qq q q qq qq
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15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

7 14

3 6

1 2

0

M 31 Zahlen
ausgezeichnetes
Element e1

0

eine Relation R1 gerade sein
eine Relation R2 . . . ist ist ungerade oder 0 und (. . .×2) +

1 oder + 2
eine Operation o multipliziere mit 2, addiere dann 2 zu . . . ,

falls es kleiner als 15 ist
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Eigenschaften von zweistelligen Relationen

R =dfn {〈x , y〉 : 〈x , y〉 6∈ R} (komplementär)
(19)

R− =dfn {〈x , y〉 : 〈y , x〉 ∈ R} (invers)

universell RU = M ×M
leer R∅ = ∅

Identität R= = {〈x , y〉 : x = y}
reflexiv R= ⊆ R

irreflexiv R ∩ R= = ∅
symmetrisch R ⊆ R−

asymmetrisch R ∩ R− = ∅
antisymmetrisch R ∩ R− ⊆ R=

transitiv für alle 〈x , y〉, 〈y , z〉 ∈ R : 〈x , z〉 ∈ R
zusammenhängend R ∪ R− = RU
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Das Auswahlaxiom

Zu jeder Menge paarweise disjunkter und nichtleerer
Mengen gibt es eine Menge, die mit jeder dieser Mengen
genau ein Element gemeinsam hat.
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