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Die Formeldefinition — atomare Formeln

1. Wenn f” eine n-stellige Pradikatenkonstante ist, und iy, ..., in
sind Individuenvariablen oder Individuenkonstanten, dann ist
f"(i, ..., in) eine Pradikatformel (atomare Formel, einfache
Formel).

2. Alleinstehende Pradikatformeln sind pradikatenlogische
Formeln (pIF).

P%(a,a;)  Formel Anna mag Bodo

Q(x) Formel klug-sein

Q?(a7,y)  Formel der goldene Berg ist groBer als ...
P2(P!, a3) Keine!

f1(x, j) Keine!  (drei Fehler)

Uwe Scheffler



Die Formeldefinition — Aussagenlogik

3. Wenn A plF ist, ist ~A plF.

R(x,a),~R(x,a), ~~R(x, a),... — mit Anna verheiratet sein,
nicht mit Anna verheiratet sein, nicht nicht mit Anna verheiratet
sein, ...

4. Wenn A und B plF sind, sind (AAB), (AV B), (AD B),
(A= B) plF.

(((@*(er ) V @(c2,€)) A ~Q%(c2,€)) D @(cx, €))

Wenn der Gartner den Hauslehrer ermordet hat oder der Butler
den Hauslehrer ermordet hat, und der Butler hat ihn nicht
ermordet, dann hat ihn der Gartner ermordet.
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Zur Erholung — Malen nach Formeln

(((Q(e1,€) V @(e2, ) A~Q%(c2, €)) D Q(ex, €))
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Die Formeldefinition — Quantoren

5. Wenn A eine plF ist und i eine Individuenvariable, sind ViA und
iA plF.

((Vx(P(x) D Q(x)) AJyP(y)) D 3zQ(2))
Wenn alles so ist, dall wenn es Grieche ist, es auch Mensch ist, und
es Griechen gibt, dann gibt es auch Menschen.
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Nochmal: Malen nach Formeln

((Vx(P(x) 2 Q(x)) A 3yP(y)) > 32Q(2))

D)
/\/\ 3
N |
T
o) P(y)
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Definitionen

Hauptoperator einer Formel ist der Operator, der bei der Bildung
dieser Formel zuletzt angewendet wurde.

Teilformel einer Formel ist jeder Teil der Formel, der selbst Formel
ist.

Aussagenlogisch ist eine Formel die keine Quantoren enthalt.

(Vx(P(x) 2 Q(x)) A ~Vy~P(y)) > 32Q(2))

((Vx(P(x) D Q(x)) A~Vy~P(y)) D 32zQ(z)) 32Q(z2)
( x(P(x) D Q(x)) A ~Vy~P(y)) Q(2)

Vx(P(x) 2 Q(x)) ~Yy~P(y)
(P(x) D Q(x)) Vy~P(y)
P(x) ~P(y)
Q(x) P(y)
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Definitionen

Wirkungsbereich des Quantors Vi / 3i in einer (Teil-) Formel ViA
/ JiA ist die Formel A.
Gebunden heiBen alle Vorkommen einer Individuenvariablen i die
einem Quantor unmittelbar folgen oder im
Wirkungsbereich eines gleichnamigen Quantors sind.

Frei heiBen alle Vorkommen einer Individuenvariablen, die
nicht gebunden sind.
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Die Formeldefinition — das Ende

Nichts anderes ist pradikatenlogische Formel.
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Die Formeldefinition der Pradikatenlogik

1. Wenn f” eine n-stellige Pradikatenkonstante ist, und i1, ..., i,
sind Individuenvariablen oder Individuenkonstanten, dann ist
(i, ..., in) eine Pradikatformel (atomare Formel, einfache
Formel).

2. Alleinstehende Pradikatformeln sind pradikatenlogische
Formeln (pIF).

3. Wenn A plF ist, ist ~A plF.

4. Wenn A und B plF sind, sind (AA B), (AV B), (AD B),
(A= B) plF.

5. Wenn A eine plF ist und i eine Individuenvariable, sind ViA und
JiA plF.

6. Nichts anderes ist pradikatenlogische Formel.
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Vereinbarung tber Klammersetzung

Ziel: Die Klammersetzung so vereinfachen (Klammern
weglassen), daB die urspriingliche Form eindeutig wiederhergestellt
werden kann.

1. AuBenklammern koénnen weggelassen werden.

(((IxP(x) AIxQ(x)) A P(a)) V Q(b)) wird zu:
((3xP(x) A 3xQ(x)) A P(a)) V Q(b)

1.7 Fehlende AuBenklammern missen restauriert werden.
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Fortsetzung Klammernsetzung

2. Klammern um linke benachbarte gleiche Operatoren kénnen
weggelassen werden.

((3xP(x) A IxQ(x)) A P(a)) V Q(b) wird zu:
(IxP(x) A 3IxQ(x) A P(a)) V Q(b)

2.7 Linke Klammern um benachbarte gleiche Operatoren miissen
restauriert werden.

3. Klammern um bindungsstarkere von zwei benachbarten
unterschiedlichen Operatoren kénnen weggelassen werden.
Bindungsstarke abnehmend: AV D=.

(IxP(x) A IxQ(x) A P(a)) vV Q(b) wird zu:
IxP(x) A IxQ(x) A P(a) V Q(b)

3.7 Klammern um die bindungsstarkeren zweier benachbarter
Operatoren miissen restauriert werden.
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Wozu Sprache?

referierende Termini (also Individuenkonstanten oder -variablen)

pradikative

Aussagen

Logik:
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werden verwendet, um auf Gegenstande (also
Elemente einer Menge) zu verweisen

Termini (also Pradikatkonstanten) werden verwendet
um auszudriicken, wie Gegenstande sind oder in
welchem Verhaltnis sie stehen (verweisen also auf
Mengen von n-Tupeln von Elementen)

sind komplex oder einfach, einfache schreiben
Gegenstanden Relationen zu (also behaupten, daB
gewisse Tupel in gewissen Tupelmengen sind)

Zeige, welche Aussagen (Formeln) wahr sind
unabhangig davon, welche Elemente in der
Tragermenge drin sind und was die Zeichen von
Lpre ,bedeuten”!



Modelle

Ein Modell fir eine Sprache £ (bei uns: die Sprache der

Pradikatenlogik) ist ein Paar aus einer Tragermenge
(die Gegenstande der Welt) und einer
Interpretationsfunktion, die allen (Individuen- und
Pradikat-) Konstanten der Sprache entsprechend
Elemente des Gegenstandsbereiches, Mengen von
solchen Elementen oder Mengen von Tupeln von
solchen Elementen zuschreibt: I = (D, 7).

Der Gegenstandsbereich ® ist eine nichtleere Menge.

Die Interpretation 7J ist eine Funktion, deren Argumentbereich
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fur alle i ist.

IK U PK und deren Wertebereich ® UP(D) U P (D)



Beispiel

Eine konkrete Sprache: Ein konkretes Modell:
IK: Al - H8 ? .l.l.l.l
PK: weiB, schwarz, ist neben, 6 EEEBE
liegt horizontal zwischen, liegt S H B B B
vertikal zwischen, liegt diago- 4 HEH N
nal zwischen g ........
N B B B
Pradikatenlogisch: ABCDEFGH
1,42, .-:, 364 .- D = die Menge der Felder.

Pl P}, Q} R}, R3.R3,...
1 F2 G J(A2) = das Feld erste Spalte,

zweite Reihe

J(weiB) = die Menge der weiBen
Felder,

J(ist neben) = die Menge der
Paare von Feldern, die nebenein-
ander liegen



Formalisierung

Formalisieren: Ein konkretes Modell:
8

A2, B3, C4 ~~ ag, aig, a27 7 ........
weiB ~ P 6 H HEHB
schwarz ~ P> 5 HHEH H R
neben ~ Q 4 H B E B
h-zwischen  ~~ Ry S H H N
v-zwischen  ~» R, 2 HEEN

) 1 HH H BN
d-zwischen  ~ Rs3

ABCDEFGH

A2 ist weil. Pl(ag)
B3 ist nicht schwarz. ~P>(a18)
B3 ist nicht d-zwischen A2 und C4. ~Rs3(a1s, a9, a27)
B3 hat Nachbarn. IxQ(x, aig)
Alle Felder sind weiB. VxPy(x)



Wahrheitsbewertung

Interpretieren:

Ein konkretes Modell:

8
dog, d1g, d27 J: A2, B3, C4 7 ........
P1 J: Menge... 6 H HE BN
X s M ME |
P> J: Menge ... 4 B B BB
3 SH H HE B
Q J: Paarmenge ...
2 H A En
R3 J: Tripelmenge ... I N N N
ABCDEFGH
P1(ao) & I(a0) € I(P1)
~Py(a1g) & I(aig) € I(P2)
~Rs(a1s, a9, a27) & (3(a18),3(a9), I(a27)) & I(R3)
IxQ(x, a18) & fiir einen Wert B (x) : (V(x), I(a)) € I(Q)
VxPy (x) & fiir alle Werte D(x) : B(x) € 3(Py)



Variablenbelegungen (noch ungefahr)

Das Problem: Wie werden die quantifizierten Formeln und die
mit freien Variablen bewertet?

» VxP(x) ist wahr im Modell, wenn jedes einzelne
Element aus © in J(P) ist.

» JxP(x) ist wahr im Modell, wenn irgendein
Element aus © in J(P) ist.

> P(x) ist wahr im Modell wenn x irgendein Wert
aus © gegeben wurde und der in J(P) ist.
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Variablenbelegungen (noch ungefahr)

Die Losung: Betrachte Funktionen, die den Variablen Werte aus
® zuschreiben: Variablenbelegungen ‘U.

VxP(x) Wenn alle Belegungen, die verschiedene Werte
fur x liefern, Werte aus J(P) liefern, ist die
Allaussage giltig im Modell (unter der
Belegung).

IxP(x) Wenn eine der Belegungen, die verschiedene
Werte fiir x liefert, einen Wert aus J(P) liefert,
ist die Existenzaussage giiltig im Modell (unter
der Belegung).

P(x) Wenn die aktuelle Belegung einen Wert aus
J(P) fir x liefert, ist die offene Aussage giiltig
im Modell (unter der Belegung).
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Variablenbelegungen

Variablen | 0 U* U** U, Uy,
X1 A3 Al Al A3 A3
X2 A5 Al A5 A4 Ab

: .. Al .. U-Wert  U-Wert
Xn A5 Al H6 Ab A3
xpi1 | C4 AL H6  C4 4

: Al U-Wert  U-Wert

U;-Belegung in einem Modell heiBt eine Belegung, die sich von
der Belegung U hochstens im Wert fiir die Variable i unterscheidet.

[D;(j) = U(j) fir alle verschiedenen Variablen i und j.]
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Modelle fiir die Pradikatenlogik

Sei © eine nichtleere Menge, J(i) € © , J(f") C ©" und
B(i) € D.

Wir definieren O,V |= A:
A ist wahr (erfiillt) in einem Modell unter einer Belegung

Schema:
M,V = A genau dann, wenn
[eine Wahrheitsbedingung in Abhangigkeit von der Form von A]

M,V [~ A heiBt: es ist nicht so, daB M,V = A
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Die Pradikatformeln
M,V = f"(i1,...,0n) genau dann, wenn (JT*(i1),...,T*(in)) € I(F"),

. SRPTN (01 falls j; eine Individuenkonstante ist
wobei T () = { (i) falls j; eine Individuenvariable ist.
(an, xm) :
. «D xD =92
P2 —

M,V = P2(an, xm) genau dann, wenn (J(a,), B(xm)) € I(P?)

~Anna mag Bodo" ist genau dann erfillt (in 90, V), wenn die, die
mit ,,Anna" bezeichnet wird, und der, der mit ,,Bodo" bezeichnet
wird, ein Paar sind, das in der mit ,,mdgen" bezeichneten Menge

Ist.
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