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Modelle

Ein Modell fur eine Sprache £ (bei uns: die Sprache der
Pradikatenlogik) ist ein Paar aus einer
Trgermenge (die Gegenstdnde der Welt)
und einer Interpretationsfunktion, die allen
(Individuen- und Prédikat-) Konstanten der
Sprache entsprechend Elemente des
Gegenstandsbereiches, Mengen von solchen
Elementen oder Mengen von Tupeln von
solchen Elementen zuschreibt: Mt = (D, 7).

Der Gegenstandsbereich © ist eine nichtleere Menge.

Die Interpretation 7 ist eine Funktion, deren
Argumentbereich IKU PK und deren
Wertebereich © U P(D) U P(D') fur alle i ist.

Uwe Scheffler 2



Variablenbelegung

Variablenbelegung U nennt man eine Funktion, die jeder
Individuenvariablen i einen Wert (i) € ©
zuschreibt.

i-Variante ; einer Belegung U ist jede Belegung. die in
allen Werten bis auf moglicherweise fur i mit
der Belegung U Ubereinstimmt.
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Wahrheitsbedingungen (Tarski)

M,V = (i, ..., In) genau dann, wenn (J*(iy),...,T*(in)) € I(f").
3+()) = { (i) falls j; eine Individuenkonstante ist
(i)  falls j eine Individuenvariable ist.
M,V = ~A genau dann, wenn 9, U (= A.
MV E=AANB genau dann, wenn 9,V = A und 9,V = B.
MYV E=AVB genau dann, wenn M, U = A oder M,V |= B.
MUVE=ADB genau dann, wenn 9,0 £ A oder M,V = B.

MUVE=A=8B genau dann, wenn M, U = Aund 9,V = B;
oder aber M,V K= Aund M,V £~ B.

M, U = ViA genau dann, wenn 9,0, = A fUr alle ;.
M,V = A genau dann, wenn M, U; = A fUr irgendein ;.
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Wahrheit

erfullbar im Modell ist eine Formel genau dann, wenn es
eine Belegung gibt, unter der sie im Modell
erfUllt (wahr) ist

wahr im Modell ist eine Formel genau dann, wenn sie
unter jeder Belegung im Modell erfullt (wahr)
ist

erfillbar ist eine Formel genau dann, wenn es eine

Belegung und ein Modell so gibt, daB sie im
Modell unter der Belegung erfullt ist

allgemeingiiltig (logisch wahr, tautologisch) ist eine
Formel, wenn sie wahr in jedem Modell unter
jeder Belegung ist

unerfillbar (logisch falsch, kontradiktorisch) ist eine
Formel, die unter keiner Belegung in keinem
Modell erfullt ist
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Wozu das alles taugt

Aufgabe Angenommen, es liegt ein (philosophisches)
Argument in natUrlicher Sprache mit den

Prdmissen A1, ..., An und der Konklusion B vor,
Zeige, daB es korrekt (nicht unbedingt gultig) ist.
Formalisieren Ubersetze A, ..., A, und B in die Sprache der

Pradikatenlogik: Ay, ..., A, und B. Bilde

Nachweis Kldre, ob A; A ... A Ay D B allgemeingultig ist:

» Allgemeingultigkeit ist nicht nachgewiesen
worden. Dann kénnten alle Voraussetzungen
in einem Modell wahr sein, die Konklusion
falsch (Regeln fur A, ©.) Das Argument ist nicht
korrekt, selbst bei wahren Prémissen und
wahrer Konklusion.

» Allgemeinheit ist nachgewiesen. Dann kann
bei wahren Prémissen die Konklusion nicht
falsch werden. Das Argument ist korrekt und,
bei wahren Prémissen, auBerdem gultig.
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Wahrheit — Beispiele

PX)AP(y) | D ={ef}
erfillbar im Modell J(P) ={e}
B(x) =V(y) = e

PX)AP(y) | D ={e}
I(P) = {e}

wahr im Modell

erflllbar  jede der beiden bereits genannten Formeln
aligemeingliltig VXx(P(x) vV ~P(x))

unerfiillbar ~Vx(P(x) vV ~P(x))
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Allgemeingultigkeit
Definition: Die Formel A ist genau dann allgemeingultig,
wenn sie gultig in jedem Modell unter jeder
Belegung ist.

EA =gm MU EAfUralle Mund U

Problem: Wie zeigt man, daB etwas . fur alle™ gilt?
» Durchmustern aller Fdlle.
» Ableiten aus einem allgemeineren
Gesetz.

» Indirekt beweisen.
Indirekter Beweis:
Es ist zu zeigen, daB eine Behauptung A gilt.
Nimm an, A gelte nicht. (Zusétzliche
Prémisse!)
Zeige, daB nun ein Widerspruch folgt. Damit
ist die zus&tzliche Pramisse absurd.
Also kann die zusatzliche Prdmisse nicht wahr
sein, muB die Annahme, daB A nicht gilt,
falsch sein. Also muB A wahr sein.
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Allgemeingultigkeit — Beispiel 1

(M ¥x(P(x) VvV Q(x)) D VxP(x) vV IxQ(x)

1.
2.

3.

M,V = VX(P(x) Vv Q(x)) D VXP(x) v IXxQ(X) Ann.
M,V = Vx(P(x) v (x)) und

M,V = VXP(x) v IXQ(X) 1>
far alle Wy : M, W, = P(x) v Q(x) und 2v
M,V = VXP(x) und M,V (= IXQ(X) 2v
far alle Wy : M, V, = P(x) oder M, V, = Q(x) 3.V
und far ein Yy : M, B, = P(x) und (%)
fur alle By : M,V = Q(x) 3v, 3

sei U’ die Belegung aus (*) :
'(x) € J(P) oder U'(x) € 3(Q) 4PF
und U’'(x) ¢ J3(P) und U'(x) € 3(Q) 4PF
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Immer noch Beispiel 1

Vx(P(x) v Q(x)) D VxP(x) v 3xQ(x)

5. sei ¥’ die Belegung aus (x) :
0'(x) € J(P) oder U'(x) € 3(Q) (1
und U'(x) € I(P)und U'(x) £ 3(Q)  (2)

» Es gibt kein widerlegendes Modell, die Formel gilt far
alle Modelle und Belegungen!
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Allgemeingultigkeit — Beispiel 2

(2) VxP(x) Vv IxQ(x) D Yx(P(x) Vv (X))

—_

M,V = VxP(x) Vv IxQ(X) D Vx(P(x) Vv Q(x))
2. M,V E VxP(x) vV IXxQ(x)
M,V = Vx(P(x) Vv Q(x))

und

3. furalle By : M, WV, = P(x) oder
far einige Yy : M,V = Q(X)
und fur einige By : M, W, = P(x) V Q(X)

o oA

'(x)
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fur einige Yy : M, BV, = P(x) und M, B, #~= Q(x)
sei U’ die Belegung aus (x), V" die aus (x*) :

3(Q) und B”(x) ¢ 3(P) und T”(x) ¢ 3(Q)

Ann.
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Immer noch Beispiel 2

VxP(x) Vv 3xQ(x) D Vx(P(x) v Q(x))

6. Y'(x) € 3(Q)und U’(x) £ I3(P) und U"(x) ¢ 3(Q)

» Es gibt ein widerlegendes Modell!
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Die logische Folgebeziehung

Definition: Sei ' eine beliebige Formelmenge und A eine
pradikatenlogische Formel. Aus I folgt die
Formel A genau dann logisch, wenn jedes
Modell in dem alle Formeln aus I' gultig sind,
auch A gultig werden 1481,

Nr=A =4¢ flralleMm:
wenn fUralle B, el M = By, dann M = A

Idee: die Wahrheit der Voraussetzungen vererbt sich
auf die SchluBfolgerung

Inkonsistenz: Eine Menge I heilt inkonsistent, wenn es
eine Formel A so gibt, daB T = Aund T | ~A.

Eine Formelmenge heiBt konsistent, wenn sie
nicht inkonsistent ist.
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Folgebeziehung Beispiel

(P(a) v P(b), P(a) > ~Q(c),P(b) > ~Q(c)}
3) = Q(c) > ~Q(c)

» Wir werden kunftig die Mengenklammern um I
weglassen.

» Um zu Uberpradfen, ob I = A gilt, nimmt man an es
gdbe ein Modell (und eine Belegung), in dem alle
Elemente aus I gelten aber A nicht. Fuhrt die
Annahme zu einem Widerspruch, gibt es kein solches
Modell und alle gultigen Modelle far I' sind auch
Modelle fur A (indirekter Beweis).
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Immer noch Beispiel Folgebeziehung

P(a)vP(b),P(a) > ~&(c), P(b) 5> ~Q(c) |= &(c) > ~&(c)
1. MEP(A)V ( ) Ann.
2. ME P(a) D ~Q(c) Ann.
3. MEP(b) D NQ( C) Ann.
4. M} Q(c) o ~Q(c) Ann.
5. M = P(a) oder M |= P(b) Tv
6. M~ P(a) oder M = Q(c) 2O~
7. M= P(b) oder M = Q(c) 3D~
8. M Q(c)und M = Q(c) 45~
9. M} P(a) 6,8
10. 9 = P(b) /7,8
1. M = P(b) 5,9

12. 3(b) € 3(P)und 3(b) € 3(P) 10, 11PF
» Widerspruch, so ein Modell kann es nicht geben. Die
Formel folgt tatsdchlich.
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Inkonsistenz Beispiel

» Inkonsistenz wird nachgewiesen, indem man (indirekt)
annimmt, es gabe ein Model (und eine Belegung) in
dem alle Formeln der Menge gelten. Dies wird zum
Widerspruch zu fUhren versucht,

» Ergibt sich ein Widerspruch, ist die Menge inkonsistent.
Anderenfalls ist sie erflllbar.

4) {P(x) A ~P(x)} ist inkonsistent.

1. M,V = P(x) A ~P(x) Ann.
2. M,V = P(x) und M,V - P(x) 1A~
3. Y(x) € I(P)und V(x) & I(P) 2PF

» Solch Modell und Belegung kann es nicht geben,
daher ist die Annahme absurd und die Formelmenge
inkonsistent.
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