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Die Formeldefinition der Pradikatenlogik

1. Wenn " eine n-stellige Pradikatenkonstante ist, und
i, ..., Insind Individuenvariablen oder
Individuenkonstanten, dann ist (i, ..., in) eine
Pradikatformel (atomare Formel, einfache Formel).

2. Alleinstehende Pradikatformeln sind pradikatenlogische
Formeln (plF).

3. Wenn A plF ist, ist ~A plF.

4. Wenn A und B plF sind, sind (AA B), (AV B), (A D B).
(A= B)plF.

5. Wenn A eine plF ist und i eine Individuenvariable, sind
ViA und JiA plk

6. Nichts anderes ist pradikatenlogische Formel.
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Vereinbarung uber Klammersetzung

Ziel: Die Klammersetzung so vereinfachen (Klammern
weglassen), daB die ursprungliche Form eindeutig
wiederhergestellt werden kann.

1. AuBenklammern kdnnen weggelassen werden.

(((3IxP(x) A IxQ(x)) A P(a)) v (b)) wird zu:
((IxP(x) A IXxQ(X)) A P(a)) v Q(b)

1.~ Fehlende AuBenklaommern mussen restauriert werden.
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Forfsetzung Klammernsetzung

2. Klammern um linke benachbarte gleiche Operatoren
kébnnen weggelassen werden.

((3xP(x) A IxQ(X)) A P(a)) v Q(b) wird zu:

(IxP(x) A IxQ(x) A P(a)) vV Q(b)

2.~ Linke Klammern um benachbarte gleiche
Operatoren mussen restauriert werden.

3. Klammern um bindungsstdrkere von zwei
benachbarten unterschiedlichen Operatoren kbnnen
weggelassen werden. Bindungsstdrke abnehmend:
AV D=.

(IxP(x) A 3IxQ(x) A P()) Vv Q(b) wird zu:
IxP(x) A IXxQ(x) A P(a) v Q(b)

3.7 Klammern um die bindungsstarkeren zweier
benachbarter Operatoren mussen restauriert werden.
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Referenz und Préadikation

referierende Termini werden verwendet, um auf
Gegenstdnde zu verweisen

pradikative Termini werden verwendet um auszudricken,
wie Gegenstdnde sind oder in welchem
Verhdltnis sie stehen

pradikative Aussagen (einfache Aussagen, atomare
Aussagen) schreiben Gegenstdnden
Eigenschaften oder Relationen zu

Beispiele

» Anna ist klug. Anna mag Bodo. Anna sitzt
zwischen Bodo und Chris. Annas Mutter
heiBt Anna.

» 5>210,745=12,7+5=12kommtin
Kants Kritik der reinen Vernunft vor.

» Anna und Bodo sind verheiratet,

» Anna mag Bodo nicht. Anna, Bodo. Bodo
mogen.
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Eine Wahrheitstheorie — die Intuition

Frage: Wann ist ein Satz , (Gegenstand) ist ein
(Eigenschaft)™ wahr?
Antwort: Wenn der betreffende Gegenstand die in
Frage stehende Eigenschaft tatsGchlich hat.

D

Anna, Bodo
Athen, die Freundschaft
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Eigenschaffen und pradikative Sdtze
D

schén, klug Q
gerecht, gerade
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Mehrstellige Pradikationen

D XD

mag, tragt
(Anna,Bodo)

@ﬂ

n-stell. Relationgn
<e17"'7en>7ei S
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Modelle

Ein Modell fur eine Sprache £ (bei uns: die Sprache der
Pradikatenlogik) ist ein Paar aus einer
Trgermenge (die Gegenstdnde der Welt)
und einer Interpretationsfunktion, die allen
(Individuen- und Prédikat-) Konstanten der
Sprache entsprechend Elemente des
Gegenstandsbereiches, Mengen von solchen
Elementen oder Mengen von Tupeln von
solchen Elementen zuschreibt: Mt = (D, 7).

Der Gegenstandsbereich © ist eine nichtleere Menge.

Die Interpretation 7 ist eine Funktion, deren
Argumentbereich IKU PK und deren
Wertebereich © U P(D) U P(D') fur alle i ist.
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Beispiel

Eine konkrete Sprache:

IK: AT -H8

PK: weiB, schwarz, ist ne-
ben, liegt horizontal zwi-
schen, liegt verfikal zwi-
schen, liegt diagonal zwi-
schen

Prédikatenlogisch:
O},O]Q,...Z,Ggm.é 5 ,
Pl Py, &, Ry, RS, R, . ..

Ein konkretes Modell:

—NWOWKAOION

ABCDEFGH

® = die Menge der Felder.

J(A2) = das Feld erste
Spalte, zweite Reihe
J(weiB) = die Menge der
weilen Felder,

J(ist neben) = die Menge
der Paare von Feldern, die
nebeneinander liegen



Formalisierung

Formalisieren: Ein konkretes Modell:
8
A2,B3,C4 ~ Q9,018,077
weil ~ P 6
schwarz -~ P 9]
neben ~ gl
h-zwischen ~ R 2
v-zwischen ~ [ 1
d-zwischen ~- R3 ABCDEFGH
A2 ist weiB. Py (av)
B3 ist nicht schwarz. ~P>(ans)
B3 ist nicht d-zwischen A2 und C4. ~R3(ahg, Ao, Oo7)
B3 hat Nachbarn. IXQ(x, ayg)
)

Alle Felder sind weiB. VXxPy(x



Wahrheitsbewertung

Interpretieren: Ein konkretes Modell:
8
Qg, 18,7 J: A2,B3,C4 7
P, J: Menge... g
Py J: Menge... g‘r
Q J: Paarmenge... %
R J: Tripelmenge ... ABCDEFGH
P1(co) & 3(aw) € 3(P1)
t ~
~Ps(ans) < J(ag) € I(P2)
t ~ ~
~Rs(ang, O, Oo7) & (I(Ons), I(Ap), I(o7)) & T(Rs)
IXQ(x, ays) & fur einen Wert B(x) : (V(x),I(ng)) € I(Q)
VxP () & fur alle Werte B(x) : B(x) € I(Py)



Variablenbelegungen (noch ungefdhr)

Das Problem: Wie werden die quantifizierten Formeln und
die mit freien Variablen bewertet?
» VxP(x) ist wahr im Modell, wenn jedes
einzelne Element aus © in J(P) ist.
» JIxP(x) ist wahr im Modell, wenn irgendein
Element aus © in J(P) ist.
» P(x) ist wahr im Modell wenn x irgendein

Wert aus ® gegeben wurde und der in
J(P) ist.
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Variablenbelegungen (noch ungefdhr)

Die Lésung: Betrachte Funktfionen, die den Variablen
Werte aus © zuschreiben:
Variablenbelegungen 2.

» Wenn alle Belegungen, die verschiedene
Werte far x liefern, Werte aus J3(P) liefern,
ist die Allaussage gultig im Modell (unter
der Belegung).

» Wenn eine der Belegungen, die
verschiedene Werte fur x liefert, einen
Wert aus J(P) liefert, ist die
Existenzaussage gultig im Modell (unter
der Belegung).

» Wenn die aktuelle Belegung einen Wert
aus J(P) fur x liefert, ist die offene Aussage
gultig im Modell (unter der Belegung).

Uwe Scheffler 14



Variablenbelegungen

Variablen | G U* U Uy, Uy,
X A3 Al Al A3 A3
Xo A5 Al A5 A4 A5

E .. Al ... U-Wert B-Wert
Xn A5 Al Hé6 A5 A3
X1 C4 Al H6 C4 C4

: Al ... U-Wert U-Wert

i-Belegung in einem Modell heit eine Belegung, die
sich von der Belegung U hdchstens im Wert far die
Variable i unterscheidet.

(U;(j) = B(j) fur alle verschiedenen Variablen i und j.)
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Modelle fUr die Pradikatenlogik

Sei © eine nichtleere Menge, 3(i) € ® , 3(f") € " und
B(i) € D.

Wir definieren 0, U = A:
A ist wahr (erfiillt) in einem Modell unter einer Belegung

Schema:
M,V = A genau dann, wenn

(eine Wahrheitsbedingung in Abhdngigkeit von der Form
von A)

M,V = A heiBt: esist nicht so, daB M,V = A
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Die Pradikatformeln
M, = (i, ...,Ih) genaudann, wenn (J*(ir),...,3*(in)) € 3(f"),

. ey J 30 falls j; eine Individuenkonstante ist
wobel () = { (i) falls j; eine Individuenvariable ist.

e« D x D =D?

M,V = P2(an, Xm) genau dann, wenn

(3(an), B(xm)) € I(P3)

~Anna mag Bodo" ist genau dann erfullt (in 91, 0), wenn
die, die mit ,Anna” bezeichnet wird, und der, der mit
.Bodo™ bezeichnet wird, ein Paar sind, das in der mit
,mogen” bezeichneten Menge ist.



