3. Ubungsblatt

Abgabetermin: 6. Dezember
(Briefkasten Sekretariat Logik) bis 12:00Uhr

Losung

1. Beweisen Sie folgenden Satz aus der Vorlesung:
1 {Ay,..., A,,~B} genau dann, wenn {A4,,..., A,} = B

Angenommen, | {A4;,...,A,,~B}. Dann ist {A;,..., A,} ent-
weder nicht erfullbar, oder aber erfiillbar. Im ersten Fall gilt
{4;,..., A} = B, weil es kein Modell gibt, in dem alle

{Ay,..., A} gultig und B unguiltig waren. Im zweiten Fall gilt
{A,..., A} E B, weil ~B in allen Modellen ungultig sein mus,
in denen die {44, ..., A,} gultig sind.

Angenommen, {A4;,...,A,} = B. Dann laft jedes Modell fiir
{A,..., A, } die Formel B giiltig, also ~B ungiltig, also
{Ay,..., A,, ~B} unerftllbar werden.

2. Erinnern Sie sich?

Ist ~therefore”
hier eine korrekte
logische Folgebezie-
hung? Beweisen Sie
Ihre Antwort.

Logic: another thing that
penguins aren’t very good at.



Ist es hier nicht. Ware es das, mufiten die Annahmen zum
Widerspruch fiihren:

(1) M, 0 = {Va(P(z) D Q(x)), Iz (R(x) AN Q(x))} Ann.
(2) M, v £ Jx(P(x) A R(x)) Ann.
(3) far alle v,: v, (z) ¢ J(P) oder v, (x) & IJ(R) 2gen,kon,pred
(4) far alle v,: v, (z) ¢ J(P) oder v,(x) € 3(Q)) 1gen,sup,pred
(5) far ein v,: v,(z) € J(R) und v,(z) € J(Q) 1par,kon,pred

Offenbar sind (3)-(5) nicht widerspriichlich: Mit ©® = J3(Q) =
J(R) = {d} und J3(P) = 0 sind alle Bedingungen erfiillt. Das
ware eine Welt, in der es nichts (speziell auch keinen Pinguin)
gibt aufer einer einzigen schwarz-weifen TV-Serie. In die-
ser Welt sind alle Pinguine schwarzweif3, manche TV-Serien
schwarz-weif3 aber kein einziger Pinguin eine TV-Serie.

3. Zeigen Sie, daj gilt:

(@) E VaVyP(x,y) D VyIzP(z,y)
Angenommen, es ware keine Tautologie:
(1) M, v £ VaVyP(x,y) D VYydzP(z,y)
(2) M, v = VaVyP(z,y) und M, v = Vy3eP(z,y)
(3) far alle v,, fur alle v,,: (v,(z),v,,(y)) € I(P) 2gen,gen,pred
(4) furein v, fur alle v,,: (v,,(x),v,(y)) € I(P) 2par,gen,pred
Da 3 fuir alle z-Versionen und fir alle xy-Versionen dieser

z-Versionen gilt, kann fir v,,(y) im Einzelfall auch der
Wert v,(y) gesetzt werden — damit ergibt sich ein Wider-

spruch zwischen 3 und 4.

Welche Folgebeziehung 143t sich behaupten, weil die For-
mel allgemeingultig ist?

VaVyP(z,y) = VyIxP(x,y)



(b)

(c)

{P(a),Q(b),IzP(x) VvV IzQ(z) D R(c1)} E R(c1) V R(¢s)
Angenommen, es wurde nicht folgen:
(1) M, 0 |= Pla), M, v = Qb)
und M, v E JzP(z) vV IzQ(z) D R(cy)
(2) M, 0}~ R(ey) V R(ca)

(3) J(a) € 3(P) 1pred
(4) 3(b) € 3(Q) 1pred
(B5) M, v}~ JxP(z) und M, v (= JxQ(x); oder M, v = R(cy)
1sub,adj
(6) fur alle v,: v,(x) ¢ J(P) und far alle v,: v, (z) € I(Q);
oder J(¢;) € J(R) 5par,pred
(7) 3(c1) € I(R) (3 oder 4) und 6
(8) J(c1) € I(R) 2adj

Zur Herleitung des Widerspruchs braucht man 3 oder 4,
wegen der Monotonie der Folgebeziehung reicht das aus,
die Behauptung als giltig zu zeigen. Man benétigt also
nicht alle Pramissen.

Nennen Sie zwei Tautologien, die mit dieser Folgebezie-
hung bildbar sind.
P(a) NQ(b) A (FxP(z) VIzQ(x) D R(c1)) D R(er) V R(ez)
P(a) D (Q(b) D (FzP(z) V IzQ(x) D R(c1) D R(ey) V R(es)))
Vo P(z) &~ ~Jz~P(x)
Angenommen, die Formeln waren nicht dquivalent:

i. (1) M, v E VeP(z) und M, v E ~Jo~P(x)

(2) M, v = Je~P(x) lneg

(3) fur ein v,: v.(z) € I(P) 2par,neg,pred

(4) far alle v,: v, (z) € I(P) 1gen
ii. (1) 9,0~ VeP(z) und M, v = ~Je~P(x)

(2) far ein v,: v, (z) € I(P) 1gen

(3) M, v j= Je~P(x) Ineg

(4) far alle v,: v, (z) € I(P) 3par,neg,pred

Bilden Sie eine allgemeingultige Formel und eine korrekte
Folgebeziehung aufgrund dieser Behauptung einer Aqui-
valenz.

Vo P(z) D ~Jz~P(x)

VaeP(z) | ~Jz~P(x)



(d) L{P(a)V Qa),Pla) D R(a),Q(a) D R(a),~R(a)}
Angenommen, es gibt ein Modell was die Formelmenge
erfullen wurde:

(1) M = P(a) VQ(a), M = P(a) D R(a), M E Q(a) D R(a),

M = ~R(a)
(2) J(a) € 3(P) oder J(a) € J(Q) ladj,pred
(3) J(a) ¢ 3(P) oder J(a) € I(R) 1sub,pred
(4) J(a) € 3(Q) oder J(a) € I(R) 1sub,pred
(5) mfl(a) € I(R) 1neg,pred
(6) J(a) ¢ 3(P) und J(a) ¢ I(Q) 3.4,5

Der Widerspruch ist zwischen 2 und 6, somit kann es
kein alle Formeln erfiillendes Modell geben und damit ist
die Formelmenge nicht erftillbar.

Schreiben Sie drei Folgebeziehungen auf die Sie behaup-
ten koénnen, weil die Menge nicht erfillbar ist.

{P(a) Vv Q(a), P(a) > R(a),Q(a) D R(a), } = R(a)
{P(a) 5 R(a),Q(a) D R(a),~R(a)} F ~(P(a) V Q(a))
{P(a) v Q(a), P(a) > R(a), ~R(a)} = ~(Q(a) D R(a))

zusatz Uberlegen Sie, ob folgender Satz gilt:

Sei { P;} die Menge, die aus allen Formeln P(a,),... P(a;),... far
alle Individuenkonstanten der Sprache besteht. Dann

{P} | VaP(x)
Beweisen Sie Ihre Antwort.

Nein, der Satz gilt nicht. Zunachst kann man in allen Model-
len, in denen ® mehr als ein Element enthalt, alle Individu-
enkonstanten auf ein Element interpretieren und v,(z) einen
anderen Wert geben. Bei passend gewahlter Interpretation von
P wird das zu einem Gegenmodell. Weiterhin, selbst wenn alle
Individuenkonstanten verschieden interpretiert sind, so sind
es doch nur abzahlbar viele — und es kann uberabzahlbar
grof3e Modelle geben.



