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Menge

3. Das Spiel AL

In diesem Kapitel geht es darum, das vollig sinnfreie Spiel AL kennenzulernen. Um
die Spielregeln von AL verstehen zu kdnnen, ist es zundchst nétig, sich einige
wenige fundamentale Begriffe der Mengeniehre klar zu machen (3.1). Durch die
Spielanleitung fiir AL (3.2) ergibt sich, was wohlgeformte Formeln von AL sind und
wie man ihnen die Farben Schwarz und Weil§ zuordnet. In den Abschnitten 3.3 bis
3.6 geht es um die Theorie von AL, besonders um Methoden zur Beantwortung der
Frage, ob eine Formel AL-allgemeingiltig (immer schwarz) ist.

3.1 Zu Beginn etwas Mengenlehre

In diesem Kapitel geht es um ein vollig sinnfreies Spiel mit dem Namen
LAL”. Auch der Name ,AL” hat keinerlei tiefere Bedeutung. AL ist allein
durch eine Spielanleitung definiert, die aus vier Definitionen besteht. Um
diese Spielanleitung zu verstehen, muss man drei elementare Begriffe der
Mengenlehre kennen: Menge, Tupel, Funktion.

Auf meinem Schreibtisch befinden sich im Moment ein Stift, eine Kaf-
feetasse und eine Uhr. Irgendwie ist damit, dass diese drei Gegenstinde
sich dort befinden, auch die Menge gegeben, die aus genau diesen drei
Gegenstanden besteht. Damit sind bereits extrem schwierige philosophi-
sche Fragen aufgeworfen wie: Befindet sich diese Menge ebenfalls auf
meinem Schreibtisch, befindet sie sich anderswo oder befindet sie sich
nirgendwo? Gibt es sie noch, wenn sich die Uhr im Wohnzimmer, die
Tasse in der Kiiche und der Stift in der Miilltonne befindet? Gibt es sie,
auch wenn niemand je an sie denkt? Diese Fragen mussen hier zum Gliick
nicht weiter interessieren. Es genligt, festzuhalten: Es gibt sie. Irgendwie.
Und der Stift, die Kaffeetasse und die Uhr, und sonst nichts, sind ihre Ele-
mente.

Wenn man sich liber diese Menge aufern will, muss man sie so be-
schreiben, dass klar ist, welche Gegenstinde ihre Elemente sind und wel-
che nicht. Dazu gibt es prinzipiell zwei Méglichkeiten: (1) Man beschreibt
die Menge, indem man erwihnt, was auf die Elemente und nur die Ele-
mente der Menge zutrifft (,die Menge der mittelgroBen physikalischen

Obijekte auf Strobachs Schreibtisch am 16.11.04“). (2) Man beschreibt die:

Menge durch Aufzahlung ihrer Elemente mittels Namen oder eindeutiger
Beschreibungen, die durch Kommas getrennt sind und umrahmt sind von
geschweiften Klammern (,{Uhr, Stift, Tasse}”). Dass ein Gegenstand Ele-
ment einer Menge ist, drickt man durch das Zeichen ,e” aus
(,Tasse € {Uhr, Stift, Tasse}”).

Die Gegenstinde, aus denen sich Mengen zusammensetzen, mussen
nicht sehr handfest sein. Es reicht, dass es sie gibt. Es kann sich z.B. auch
um Zahlen handeln. Es gibt unendlich groe Mengen, z.B. die Menge der
natiirlichen Zahlen. Will man sie in geschweiften Klammern beschreiben,
so ist man gezwungen, die Aufzdhlung irgendwann abzubrechen und
Auslassungspunkte zu setzen (,{1, 2, 3 ...}). Das heift aber nicht, dass die
Menge selbst unvollstindig ware. Es gibt sie, und sie hat unendlich viele
Elemente. Die Einsicht, dass man mit solchen Mengen umgehen kann und
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dass es sogar unendlich grole Mengen unterschiedlicher ,GroBe” (Mach-
tigkeit) gibt, geht auf den Begriinder der Mengenlehre, den Mathematiker
Georg Cantor, zurlick (145).

Die Frage, in welcher Reihenfolge die Elemente einer Menge in ihr
vorkommen, hat keinen Sinn: {Uhr, Stift, Tasse} ist dieselbe Menge wie
{Stift, Tasse, Uhr}. lhre Identitit ist allein dadurch bestimmt, welche Ele-
mente zu ihr gehdren. Anders ist es beim sogenannten Tupel. Grob gesagt
ist ein Tupel eine Menge mit eingebauter Reihenfolge der Elemente. Wie
man eine solche Reihenfolge erzeugt, spielt hier keine Rolle (es gibt ver-
schiedene Verfahren, vgl. z.B. 41, §53). Tupel notiert man, im Gegensatz
zu bloflen Mengen, in eckigen Klammern. Das einfachste denkbare Tupel,
das nur aus einem Element besteht (z.B. (Tasse)), setzt man Ublicherweise
mit diesem Element selbst gleich. Das in der Anwendung wichtigste Tupel
ist das Zweiertupel, das man ublicherweise als geordnetes Paar bezeich-
net. An ihm sieht man, dass es beim Tupel auf die Reihenfolge ankommt:
(1,2) ist nicht dasselbe geordnete Paar wie (2,1). Denn im ersten Fall ist 1
die erste und 2 die zweite Komponente, im zweiten Fall ist es umgekehrt.
[Im Gegensatz dazu ist {1,2} dieselbe Menge wie {2,1}. Es gibt auch Dreier-
tupel (sogenannte Tripel, z.B. (Tasse, Stift, Uhr)), es gibt Vierertupel etc.

Als dritter Begriff nach ,Menge” und ,Tupel” ist noch der Begriff der
Funktion zu klaren. Man kann sich eine Funktion als einen Gegenstand
vorstellen, der etwas gibt und etwas nimmt. So nimmt etwa die Funktion
F(x)=x" Zahlen und gibt Zahlen. Sie gibt nimlich zu jeder Zahl, die sie
nimmt, genau eine Zahl wieder her: deren Quadrat. Das, was eine Funkti-
on nimmt, heifst (in dieser Rolle) verwirrenderweise Argument. Dieser
Gebrauch des Wortes ,Argument” im Zusammenhang mit Funktionen hat
mit dem Argumentieren nichts zu tun. Was die Funktion gibt, heifit (in
dieser Rolle) Funktionswert. So gibt z.B. die Funktion F(x)=x"fiir das Argu-
ment 2 den Funktionswert 4. Fiir jede (reelle) Zahl als Argument gibt sie
einen Funktionswert in Form einer (reellen) Zahl: Die Menge der reellen
Zahlen ist ihr Argumentbereich, und die Menge der reellen Zahlen ist
zufdllig auch ihr Wertebereich. Es ist aber fiir eine Funktion nicht zwin-
gend, dass Argumentbereich und Wertebereich identisch sind. Dasselbe
Argument kann nie mehrere verschiedene Funktionswerte haben. Es kon-
nen aber mehrere Argumente denselben Funktionswert haben. Die Funkti-
on F(x)=xselbst ist nicht mit ihrem Graphen, der Normalparabel, zu ver-
wechseln. Manche Funktionen sind mit einem einfachen Gegenstand
nicht zufrieden: Die Funktion + nimmt gleich ein Paar von Zahlen (die
Summanden) und gibt eine Zahl (die Summe). Sie ist eine zweistellige
Funktion. Sich Funktionen als kleine nehmende und gebende Monster
vorzustellen, ist zu Beginn hilfreich. Es gibt aber auch eine etwas weniger
pittoreske Art, sie zu beschreiben. Eine Funktion ldsst sich ndmlich einfach
beschreiben als eine Menge von geordneten Paaren. Die jeweils erste
Komponente eines geordneten Paars darin ist das Argument, die jeweils
zweite der dazu gehorende Funktionswert. Diese Menge kann unendlich
grofs sein. Das ist bei F(x)=x’der Fall, denn diese Funktion l4sst sich auffas-
sen als

{0,0), (1/3,1/9), (1,13, (¥2,2), (2,4), (3,9), (4,16) ...}.

Tupel

Funktion
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Die jeweils zweite Komponente eines Paares ist in unserem Beispiel ja
immer das Quadrat seiner jeweils ersten Komponente. Entsprechend lasst
sich die Funktion + notieren als {{(0,0), 0), ((1,1), 2), {1,2), 3) ...}. Nicht
jede Menge von geordneten Paaren ist eine Funktion. Die Menge
{(2,4), (2,8)} kann z.B. keine Funktion sein, weil dann an das Argument 2
zwei verschiedene Funktionswerte vergeben wiren; das ist aber fir eine
Funktion per Definition ausgeschlossen.

Funktionen missen nicht unbedingt Zahlen geben und nehmen bzw.
Mengen von geordneten Paaren von Zahlen sein. Alle anderen Sorten von
Gegenstinden sind genauso gut mdglich. An Beispielen dafir wird es
nicht fehlen.

Ubungen

1) Lesen Sie vor: [1] ae{a,b} [2] aelb,c} [3] as(b,a) [4] ae{b,a} [5] {a,b,c}
[6] (a,b,c) [71 {{a,by(c,d)} [8] {b,c,a} [9] (b,c,a) [10] {(a,1),(a,2)} [11] {(1,2),(2,a)}
[121 {1, 1,1), (€2,2),4), (2,3),6)...} [13] {a} [14] {{a,b},{a},{b}}.

2) Welche der Ausdriicke ([1], [2] etc.) sind wahr bzw. falsch?

3) Welche Ausdriicke bezeichnen dasselbe?

4) Welche Ausdriicke bezeichnen Funktionen?
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Mit den mengentheoretischen Grundbegriffen ist es nun méglich, die
Spielanleitung fiir das Spiel AL zu verstehen. Sie besteht aus ganzen vier
Definitionen. Jede einzelne der Definitionen ist erklarungsbedirftig und
wird im Folgenden ausfiihrlich erklart werden.

Definition 1: ,Alphabet von AL”
Das Alphabet von AL ist die Menge { p, ~, A, ™, ), (1

Definition 2: ,Atomare Formel von AL”

1.,p" ist eine atomare Formel von AL.

2. Wenn « eine atomare Formel von AL ist, dann
istauch o * 1 eine atomare Formel von AL.

3. Nichts sonst ist eine atomare Formel von AL.

Definition 3: ,Wohlgeformte Formel von AL” (,wif")
1. Jede atomare Formel von AL ist eine wohlgeformte Formel von AL.
2. Wenn a eine wohlgeformte Formel von AL ist, dann auch’ ~ o %
Wenn o und B wohlgeformte Formeln von AL sind,
dann ist auch "(a A B)eine wohlgeformte Formel von AL.
3. Sonst ist nichts eine wohlgeformte Formel von AL.

Definition 4: ,AL-Modell” (auch: ,Al-Interpretation”)

Ein AL-Modell ist eine Funktion V, die jeder wff von AL ein Element aus
{®,0} zuordnet, wobei die folgenden einschrankenden Bedingungen
gelten:

1.V T~al) =@ gdw V(a) = O.

2.V({ {aAB))=@ gdw sowohl V(o) = @ als auch V () = ®.
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Regeln wie die Definitionen 1 bis 3, die sich nur mit der Form von Zei-
chenfolgen beschiftigen, nennt man auch syntaktische Regeln. Sie geben
die Syntax an (von gr. syn = zusammen, taxis = Ordnung). Die Definition
4 dagegen beschiftigt sich nicht mit der Syntax von AL, sondern damit,
was wffs von AL — in einem sehr abstrakten Sinn — bedeuten. Fs handelt
sich bei ihr um den semantischen Teil bzw. die (formale) Semantik von AL
{von gr. semainein = bedeuten, bezeichnen).

Zundchst zur Syntax, und dabei zundchst zu Definition 1. Sie halt fest:
Das Spiel AL setzt eine sehr begrenzte Menge von leicht beschaffbaren
und unterscheidbaren Spielelementen voraus. Diese Spielelemente sind
ublicherweise regelmafig geformte Tintenspuren auf Papier (Drucker-
schwarze soll dabei als eine Art Tinte zdhlen). Man kann AL aber auch als
Kartenspiel spielen. Um zu verstehen, wie dieses Spiel funktioniert, ist es
zu Beginn sogar sehr zweckmifig, sich die Spielelemente von AL als
Spielkarten vorzustellen, auf denen sich der Buchstabe ,p“, ein hochge-
stellter Stern, eine Tilde (,~“) das Zeichen ,A“oder Klammern befinden
kénnen. Im Folgenden wird von dieser Veranschaulichung hemmungslos
Gebrauch gemacht. Die Ubertragung auf Tintenspuren macht keinerlei
Probleme. Sie haben an sich ebenso wenig eine Bedeutung wie die Spiel-
karten.

Was besagt Definition 22 Die ungewdhnlichen Winkelklammern sind
einfach eine Abkiirzung fiir die Wendung ,das Ergebnis des Hinlegens
bzw. Hinschreibens von”. So heift, wenn man an Spielkarten denkt,
/o einfach soviel wie ,das Ergebnis des Hinlegens von a und — unmit-
telbar rechts davon — einer Sternkarte”. Doch was bedeutet das Alpha?

Griechische Buchstaben sind reine Platzhalter fir Zeichenketten. In AL-
Formeln selbst kommen nie griechische Buchstaben vor. Sie sind nur ein
Mittel, um sich dber AL-Formeln zu verstindigen. Man kénnte sogar auf
sie verzichten, wie die folgende Version der Klausel 2 von Definition 2
zeigt. Sie besagt ndmlich ganz dasselbe. Nur ist sie viel umstindlicher:
~Wenn irgendeine Kartenfolge aus AL-Karten (im Extremfall: eine einzige
Karte) eine atomare Formel von AL ist, dann ist auch diejenige neue Kar-
tenfolge, die entsteht, indem man dieser Kartenfolge an ihrem rechten
Rand eine Sternkarte hinzufugt, eine atomare Formel von AL.“

BloB wird man den Eindruck haben, dass die Klausel etwas in der Luft
hdngt: Um damit etwas anfangen zu kénnen, muss man ja schon wissen,
ob man eine atomare Formel vor sich hat! Allein mit dieser Klausel be-
kommt man also keine verniinftige Definition. Aber sie ist durch die erste
Klausel von Definition 2 geerdet. Die hilt nimlich einfach erst einmal fest,
dass eine ,p” -Karte eine atomare Formel ist. Habe ich die Kartenfolge

I

vor mir und frage mich, ob es sich um eine atomare Formel von AL han-
delt, so erfahre ich aus Definition 2.2: Fs handelt sich um eine atomare
Formel von AL, wenn es sich bei

p

um eine atomare Formel handelt. Diese Kartenfolge wiederum ist nach
Definition 2.2 eine atomare Formel von AL, wenn es sich bei

Syntax und
Semantik

Syntax von AL

Winkelklammern

Rekursive
Definitionen
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Semantik von AL

]

um eine atomare Formel handelt. Nun ergibt Definition 2.1, dass es sich
dabei tatsichlich um eine atomare Formel handelt. Also ist eine Karte mit
dem Zeichen ,p” darauf, der zwei Sternkarten folgen, ebenfalls eine ato-
mare Formel von AL. Man nennt diese Art der Definition rekursive Defini-
tion (,rekursiv heilt wértlich ,riicklaufend”; manchmal findet man auch
den Ausdruck ,induktive Definition”). Man kann Klausel 1 die Basisklau-
sel, Klausel 2 die Rekursionsklausel und Klausel 3 die Abschlussklausel
nennen. Rekursive Definitionen erméglichen eine Flexibilitat beim Defi-
nieren, die vor ihrer Erfindung undenkbar war. Denn sie kénnen eine
unendliche Vielfalt von Gestalten ordnen.

Bevor sich Definition 3 erkldren lasst, soll fir den Rest des Buchs eine
Vereinbarung dariiber getroffen werden, wie Aussagen (ber konkrete Zei-
chenfolgen notiert werden sollen. Die Vereinbarung lautet:

Wenn etwas Gber eine konkrete Zeichenfolge ausgesagt wird, so wird
diese in Anfithrungszeichen gesetzt.

Eine Zeichenfolge kann im Extremfall aus einem einzigen Zeichen beste-
hen; es gibt dafiir keinen tieferen Grund, auBer dass es am bequemsten ist,
das Wort ,Folge” so zu definieren. Die getroffene Vereinbarung ist schon
deshalb sinnvoll, weil das Abbilden von Kartenfolgen in einer Spielanlei-
tung drucktechnisch aufwindig ist und viel Platz schluckt. Auferdem
spielt man AL eben oft auch mit Tintenspuren auf Papier, und da sind die
Anfiihrungszeichen sogar unverzichtbar. [hr Fehlen wiirde namlich zu
heilloser Verwirrung fihren. Denn wie wollte man sonst eine Tintenspur
von einem mit Tinte erzeugten Bild dieser Tintenspur unterscheiden?

Aulerdem sei vereinbart, dass fiir den sehr hiaufigen Ausdruck ,wohlge-
formte Formel” die tibliche Abkiirzung ,wif” (,well-formed formula”) be-
nutzt werden soll.

Nun zu Definition 3. Man sieht schnell, dass sie genau so aufgebaut ist
wie Definition 2, es sich also wieder um eine rekursive Definition handelt.

Ist ,(~p A (p A p*)* eine wif von AL? ,~p” misste dann das o aus Def.
3.2 konkretisieren, ,(p A p*)” das B. Also ist ,(~p A (p A p*)* laut Def.3.2
eine wif von AL, wenn ,~p” eine wif von AL ist und ,(p A p*)” eine wif
von AL ist. Ist ,~p” eine wff von AL? Laut Def. 3.2 ja, wenn ,p” eine wif
von AL ist. Ist ,(p A p*)* eine wif von AL? Ja, wenn sowohl ,p” als ,auch
,p** eine ist. Sind ,p“ und ,p** wifs von AL? Ja, wenn es sich bei ,p” und
,p* um atomare Formeln handelt, wie aus Def. 3.1 hervorgeht. Ist ,p**
eine atomare Formel? Ja, wenn ,p” eine ist (Def. 2.2). Ist ,p” eine? Ja, wie
Def. 2.1 bestdtigt.

Damit ist zur Syntax von AL alles gesagt, und es fragt sich, was die De-
finition 4 bedeutet, die die gesamte Semantik von AL enthilt. Die Idee ist:
Wffs von AL kénnen Farben haben. Sie kénnen nidmlich schwarz oder
weilk sein. Das sollen die schwarzen und weillen Kreise ausdriicken: Sie
reprasentieren die moglichen Farben von Formeln. Ein AL-Modell ist nun
nichts anderes als eine konkrete Farbverteilung fiir alle wffs von AL.
V(o) = ® heildt: ,V ordnet der wif a von AL die Farbe Schwarz zu” oder,
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einfacher: ,o ist (in Bezug auf V) schwarz”. Und V(o) = O“ heift: ,V
ordnet der wif o von AL die Farbe Weill zu” oder, einfacher: ,o ist (in
Bezug auf V) weill”. AL-Modelle sind ein erstes Beispiel fiir Funktionen,
die nichts mit Zahlen zu tun haben. Wenn es sich bei einer Funktion V um
ein AL-Modell handelt, so ist der Argumentbereich von V die Menge aller
wffs von AL. Das ist eine unendlich groBe Menge, denn der Komplexitit
und Ldnge von AlL-Formeln ist ja durch die syntaktischen Definitionen
keine Grenze gesetzt. Der Wertebereich von V ist dagegen in diesem Fall
sehr tiberschaubar. Er besteht nur aus zwei Elementen. Ein AL-Modell sieht
demnach z.B. so aus:

V={(p @), (p* O) (~p, O) ((prp* O).. 1

Die ganze Funktion V so zu notieren, ist unmoglich, da es unendlich viele
wifs von AL gibt. Das macht aber nichts. Denn die Farbe einer wif o von
AL wird nur von den Farben derjenigen atomaren Formeln beeinflusst, die
in a selbst vorkommen (allgemein dazu: 95, S.416). Die Farbverteilung fir
atomare Formeln unterliegt keinerlei Einschrankung: Auf die atomaren
Formeln kénnen die zwei Farben véllig willkirlich verteilt werden. Defini-
tion 4 ist wieder eine rekursive Definition, denn um die Farbe einer kom-
plexen wff zu ermitteln, muss man von den Farben der darin enthaltenen
atomaren Formel(n) aus Schritt fiir Schritt vorgehen.

Die erste einschrinkende Bedingung in Definition 4 bezieht sich auf
Formeln mit einer Tilde am Anfang. Sie bewirkt Folgendes: "~ o muss
immer die entgegengesetzte Farbe von o bekommt und umgekehrt. So
muss, wenn ,p” schwarz ist, ,~p” weil sein, und wenn ,~p” schwarz ist,
P weil. {( p, ®), ( ~p, @) ...} wire kein AL-Modell, {{ p, O), { ~p, O) ...}
auch nicht. Die Tilde kann man sich daher als Farbvertauscher merken.

Die zweite einschrankende Bedingung in Definition 4 bezieht sich auf
Formeln mit ,A” in der Mitte. Sie bewirkt Folgendes: "(a A B) ! kann nur
schwarz sein, wenn beide Komponenten, also o und B, schwarz sind.
Wenn nur ,p“ schwarz ist und ,p*” nicht, dann ist ,(p A p*” nicht
schwarz, sondern weil}; wenn beide Komponenten weil% sind, erst recht.
{(p, @), (p* O), ({p Ap*), ® ..} wire kein AL-Modell.

Damit ist zu den Definitionen, die das Spiel AL charakterisieren, eigent-
lich schon alles gesagt. Allerdings ist das Legen langerer Folgen von Spiel-
karten ziemlich mithsam. Es ist daher iiblich, einige Zeichenfolgen von AL
abzukirzen. Man kann sich das so vorstellen, dass man einige Zusatzkar-
ten bastelt, ndmlich solche mit ,q*, %, ,s, ", ,—*, ,=" und ,V* darauf.
Die folgende Zusatzdefinition legt fest, wie sie eingesetzt werden dirfen:

AlL-Zusatzdefinition 1
Eine atomare Formel von AL darf mit ,q“, ,r“ oder ,s* abgekiirzt werden.

AL Zusatzdefinition 2

Seien a und B wffs von AL.

1.7~ (~a A~B )" darf durch '( o v B)! abgekiirzt werden.

2.7~ (an~pB) darf durch( @ — B )7 abgekirzt werden.
3.Ma—=>B) A (B — o) darf durch (o =B ) abgekiirzt werden.
4.

avB) A~ (anB)darfdurch(a V) abgekiirzt werden.

Die Tilde (,~*)

Der Hut (,A")
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Die erste Zusatzdefinition erspart es einem, bei der Anwendung mit
SRR pEERERRL nd Ahnlichem hantieren zu missen. ,q** (etc.) ist
natiirlich wieder eine atomare Formel von AL, denn man kann auf ,q”
wieder Definition 2 anwenden.

Weil die neuen Zeichen nur abkiirzenden Charakter haben, ergibt sich
aus der zweiten Zusatzdefinition sofort die folgende Beobachtung zur
Definition der wif: Wenn a und B wffs von AL sind, so auch (& — B)},
o, v B), e =p)und (.« V B). Schon allein von der Syntax her liegt es
nahe, ,—“, A%, ~* ,V* und ,=" zusammenfassend als ,Verbinder” (lat.:
Junktoren”) zu bezeichnen. Etwas inkonsequent bezeichnet man auch
,~“ als Junktor. Zur Not mag man sagen: Die Tilde verbindet eine wff mit
sich selbst.

Um iiber AL-Kartenfolgen sprechen und diese buchstabieren zu kon-
nen, ist es gut, festzulegen, wie die junktoren heifben. Sie sollen deshalb
vorldufig wie folgt gelesen werden (die offiziellen Namen haben Zeit bis
Kap. 3.5):

,~“= ,Tilde” ,—»"=,Pfeil” ,V”=Dreieck
A=, Hut” = Tite” =" = ,Spaghetti”.

Oft findet man das Zeichen ,>" statt ,—»“, das Zeichen ,—" oder ,—~” an
Stelle von ,~*, leere Karten oder Karten mit ,.” statt Karten mit ,A", ,<>"
oder <> statt ,=” sowie kleine hochgestellte Hakchen statt Sterne. Das ist
genauso unwichtig wie die Art, wie der Kénig oder der Springer eines
Schachspiels geschnitzt sind. Allein darauf, wie man mit der Figur umgeht,
kommt es an.

Die neu definierten Junktoren haben interessante semantische Eigen-
schaften. Aus der Zusatzdefinition 2 folgt ndmlich: Die Farben der Kom-
ponenten, die durch sie verbunden werden, missen jeweils ganz be-
stimmte Bedingungen erfiillen, damit die ganze Verbindung schwarz wird.

V('(a v p)") = ® gdw mindestens einer der folgenden Fille vorliegt:
1) Vo) =@
2)V(p) =@,

V(e = B= O gdw V(a) = @ und V(B) = O;

V(o v B)) =@ gdw V(a) = V()

V((a=p)) =@ gdw Via)=V({P).

Bei der Tiite konnen demnach auch beide Fille zusammen vorliegen
(schwarz und schwarz ergibt schwarz). Die Klausel fiir den Pfeil ist kein
Druckfehler: Es ist tatsachlich einfacher, sie ausgehend von dem einen Fall
zu formulieren, in dem eine Formel mit Pfeil weil wird, statt alle drei Félle
aufzuzihlen, in denen sie schwarz wird. Weichen die Farben der Kompo-
nenten einer Spaghetti-Verbindung voneinander ab, so wird das Ergebnis
weils. Bei der Dreiecks-Verbindung ist es umgekehrt.

Ubungen
1) Handelt es sich im Folgenden a) um Folgen von AL-Spielelementen b) um ato-
mare Formeln von AL ) um wifs von AL d) um nichts davon?

3.3 Farbtabellen

% ->#)>~(pvq) [21)p—>ql Blpva) [41(p)
Bl ~(r)6l ~(ar~a) lp***** [8] *
O] (x=x)>@pPv~p) [10] q [ON(pa~p) [12J{(r=r1)>s)
[Bl(p—>alvip=>~a)) 14 Up—-gIrp)—g*)
2)Sei V={(p, ®,(q O (r,O) (s ®,..}
Welche Farbe haben die folgenden wffs von AL in Bezug auf V?
(1]s 2] ~r Bl~(gna~r) (41 pv~q) [51(r—>s)
Bl (r=r)>q)[71(~(rvs)a(par~p)I[8] ~(rvs)a(pr~p))
Blp—>n—s) [10]~~~~q

3) Bestimmen Sie, soweit bendtigt, V(p), V(q), V(r) und V(s) firr jede Zeile neu durch
das Werfen einer Minze ( Kopf = @, Zahl = O 1) und bestimmen Sie danach
neuerdings die Farben der Formeln 1 bis 10.

4) Verwenden Sie das Miinzwurf-Verfahren auch fiir die folgenden Formeln. Bestim-
men Sie dann bei diesen acht Formeln, welche Farbe die Formel jeweils gehabt
hétte, wenn die Miinze anders gefallen wire, als sie tatsichlich gefallen ist.
M(pa~p) Rlpap) Bl~pv-~p [4l(pv~p)
BI~{(pa~p) [6l(p—=p) [Zlpvp 8] ~(r=r)

3.3 Die Theorie des Spiels AL, erster Teil (Farbtabellen)

Manche Spiele geben Anlass zu ausfihrlicher theoretischer Beschiftigung, ,allgemeingiiltig”,
z.B. das Schachspiel. Ein wahrer Satz der Theorie des Schachspiels ist z.B.:  ,widersprichlich”,
»Mit nur noch einem Springer kann man gegen einen optimal spielenden erfiillbar”
Gegner, der noch beide Tiirme hat, nicht gewinnen”. Auch iber AL kann

man theoretische Aussagen machen. So folgen zwei fundamentale Ergeb-

nisse der Theorie von AL schon unmittelbar daraus, dass ein AL-Modell

eine Funktion ist:

Das B-Prinzip fiir wffs: Es kann nicht vorkommen, dass eine wff von AL
in Bezug auf ein AL-Modell einfach farblos bleibt. Jede wff bekommt

eine Farbe zugewiesen: wenn nicht Schwarz, dann Weifl, und umge-
kehrt.

Das K-Prinzip fiir wifs: Es kann nicht vorkommen, dass einer wff von AL
in Bezug auf ein AL-Modell mehr als eine Farbe zugewiesen wird. Keine
wif kann in Bezug auf eine AL-Interpretation sowohl schwarz als auch
weild sein.

Das K-Prinzip folgt, wenn nur Schwarz und Wei8 zur Verfiigung stehen,
daraus, dass keinem Argument einer Funktion mehr als ein Funktionswert
zugeordnet sein kann. Nichts schliefit aus, dass es Spiele gibt, die zwar
dhnlich funktionieren wie AL, fiir die aber aufgrund von etwas anders
formulierten Spielregeln diese beiden Prinzipien nicht gelten. Ebenso ist es
willkiirlich, die Zahl der Farben auf zwei zu beschrinken. So ist es eben
flr AL definiert.

Im Folgenden soll es darum gehen, die Theorie von AL weiter auszu-
bauen. Dazu sind zundchst die wichtigsten Begriffe der Theorie des Spiels
AL zu definieren:
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Farbtabellen

Definition AL-Theorie 1

Sei o eine wif von AL.

(1) a ist (AL-)allgemeingiiltig gdw o fiir jedes AL-Modell schwarz ist.
(2) o ist (AL-)widerspiichlich gdw a fiir jedes AL-Modell weilf ist.

(3) o ist (AL-)erfiillbar gdw es ein AL-Modell gibt, fir das o schwarz ist.

Allgemeingiiltigkeit heiRt soviel wie: Ganz gleich, wie die Miinze fallt (vgl.
Ubung 3 und 4 zu 3.2), welche Farbe also den atomaren Teilformeln zu-
gewiesen wird — die Gesamtformel wird immer schwarz. Das ist eine fas-
zinierende Eigenschaft von Formeln! Widerspriichlichkeit heift soviel wie:
Ganz gleich, wie die Miinze fallt, welche Farbe also den atomaren Teil-
formeln zugewiesen wird — die Gesamtformel wird immer weif. Erfiil[bar-
keit heit: Es gibt eine Kombination von Miinzwurfergebnissen flr die
Farbzuweisung der atomaren Teilformeln, bei der die Gesamtformel
schwarz wird. Statt ,widerspriichlich” sagt man auch kontradiktorisch”
(der Ausdruck ,kontradiktorisch” wird dann in anderem Zusammenhang
verwendet als in der klassischen Logik, vgl. dazu Kap. 4.5, Kap. 6.1). Man
sagt auch statt ,Diese Formel ist allgemeingiiltig” manchmal: ,Diese For-
mel ist eine Tautologie von AL“. Das hat eine rein technische Bedeutung
und ist nicht abwertend gemeint (also nicht im Sinne von ,...leeres, tauto-
logisches Geschwitz”, selbst wenn das an der entscheidenden Stelle in
48, 4.46 aus philosophischen Griinden mitschwingen soll). Oft hért man
auch ,Diese Formel ist ein Theorem von AL”. In einem engeren Sinn ist
das Wort ,Theorem” aber erst im Zusammenhang mit Herleitungsspielen
(vgl. Kap. 4.4) gebrauchlich.

Die Definition AL-Theorie 1 sagt uns noch nicht, wie man herausbe-
kommt, ob eine Formel allgemeingiiltig, widerspriichlich oder erfiillbar ist
(dies ist der Unterschied zwischen einer Definition und einem Kriterium).
Eine Methode, wie man das herausbekommen kann, ergibt sich zwanglos
aus dem in den letzten Ubungen gelibten Minzwurf-Verfahren: Man
schreibe alle moglichen Kombinationen von Miinzwurf-Ergebnissen in
eine Tabelle und rechne (am besten am Anfang mit genauen Zwischen-
schritten) fir jede mogliche Kombination einzeln die Farbe der zu tiber-
priifenden Formel aus. Ist das Ergebnis in jedem Fall ,schwarz”, so ist die
Formel allgemeingiiltig. Ist das Ergebnis in jedem Fall ,weif”, so ist die
Formel widerspriichlich. Ist das Ergebnis in einem Fall ,schwarz”, so ist
die Formel erfiillbar. Beispiel: '

plal~q | p=9] (po>PAr~d|~pllp>PAr~dq—=>~D)
ge| Ol e O O @
@0 | ® | O O @) ®
ce| C| @ O ® ®
OOo| @ | @ ® @ ®

Jp = @ A~ q) = ~ p)” ist allgemeingliltig.

Friihe Beispiele fiir die Einzelfallmethode finden sich beim amerikanischen
Philosophen Charles Sanders Peirce, dem Begriinder des Pragmatismus,
und im genialen Frithwerk ,Tractatus Logico-Philosophicus” (48) von
Ludwig Wittgenstein. Statt der hier eingefiihrten Notation findet man die
Tabellen auch manchmal platzsparend ,um die Ecke” notiert, z.B. so:

3.4 Stilisierte Fallunterscheidung

q q
(pvqg) | ® O
p ® ® @
p O ®@ O

Ohne weiteres festhalten lasst sich: Ist o allgemeingiiltig, so ist '~ o' wider-
sprichlich. Ist o widerspriichlich, so ist '~ o' allgemeingiiltig.

Ubungen

1) Was stimmt? [1] Allgemeingiiltigkeit ist hinreichende Bedingung fir Erfiillbarkeit.
[2] Erfillbarkeit ist notwendige Bedingung fir Allgemeingiiltigkeit. [3] Erfiillbar-
keit schliefft Allgemeingiiltigkeit aus. [4] Allgemeingiiltigkeit schlieft Wider-
spriichlichkeit aus. [5] Erfiillbarkeit schliet Widerspriichlichkeit aus. [6] Erfiill-
barkeit ist hinreichende Bedingung fiir Allgemeingiiltigkeit. [7] Allgemeingiltig-
keit ist notwendige Bedingung fur Erfiillbarkeit. [8] Widerspriichlichkeit ist not-
wendige Bedingung fiir Allgemeingiiltigkeit.

2) Beweisen Sie mit Farbtabellen, ob die Formeln aligemeingiltig, erfillbar oder
widerspriichlich sind:
Mg Rliprg  Blpagq)vigap)4l(p=p)Bl~(pa~p)
6l ~(pv~p) Zl{~p—>(p->q) [8~r Bl ~(p=~~p)
[0l (pva)vipv~ghll1l{(p—>q)ap)—>q)

3) Erkléren Sie mit Berufung auf in Ubung 2 erzielte Ergebnisse, warum die folgen-
den Formeln allgemeingtltig oder aber widerspriichlich sind:
(Mp=~~p 21 (pr~p)

3.4 Die Theorie von AL, zweiter Teil
(Stilisierte Fallunterscheidung)

Die Methode der Farbtabellen ist zwar unfehlbar; und um zu begreifen
was Allgemeingliltigkeit, Widerspriichlichkeit und Erfiillbarkeit von AL:
Formeln ist, ist sie auch sehr niitzlich. Aber Beispiel 4 zeigt auch schon,
dass sie bei etwas langeren Formeln sehr schnell furchtbar umstindlich ist.
Zum Gluck gibt es eine sehr viel schnellere Methode (in der vorgefiihrten
Notation Gbernommen aus 8, Teil 1, §5). Man kann sie die Methode der
stilisierten Fallunterscheidung nennen. Hier ist der Beweis fiir die Allge-
meingltigkeit von ,((p = g) A ~ @) > ~ p)* nach dieser Methode. Es sei
vereinbart, dass reine Aulenklammern ab sofort wegfallen.

! (P>aAr~q—>~p

2 (To>gPnr~q—>~T (L>gnr~g—o>~1
3 ( qA~q—> ~T | (Lo gr~g—>T
4 ( ga~g->1 T

> ~(q A~q)

6 (TA~Dl~(LA~1D

7~TAL I~ 1L

8~ 1 | T

9

T

Stilisierte Fall-
unterscheidung
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Was geschieht hier? , T soll als Abkiirzung fiir ,p=p“ definiert sein, , L” als
Abkiirzung far ,~(p=p)”. Man kénnte zusdtzliche Karten mit diesen Zei-
chen basteln. Interessant an ,p=p“ ist allein, dass es sich dabei um eine
allgemeingiiltige Formel handelt. Interessant an ,~(p=p)” ist allein, dass es
sich dabei um eine kontradiktorische Formel handelt. Jede andere allge-
meingiiltige bzw. kontradiktorische Formel ware fiir den beabsichtigten
Zweck genauso gut.

In der ersten Zeile steht einfach die Formel, um deren Eigenschaften es
geht. In der zweiten Zeile wird eine erste Fallunterscheidung stilisiert. Was
links vom senkrechten Strich steht, besagt nidmlich soviel wie: ,Ange-
nommen, ,p’ ist schwarz”. Und was rechts vom senkrechten Strich steht,
besagt soviel wie: ,Angenommen, ,p‘ ist weil”. Mit ,p* fangt man an, weil
es die am weitesten links stehende atomare Formel ist. Sollten Unterfalle
7u unterscheiden sein, arbeitet man sich stur von links nach rechts durch.

Wieso kann man eine Fallunterscheidung so aufschreiben? ,T* als all-
gemeingiiltige Formel ist ja eine immer schwarze Formel. Und ,L1” als
kontradiktorische Formel ist eine immer weiBe Formel. Fur den Fall, dass
,p” in der Ausgangsformel schwarz ist, muss die Ausgangsformel dieselbe
Farbe haben wie diejenige Formel, die aus ihr hervorgeht, indem man ,p”
durch das sowieso immer schwarze ,T* ersetzt. Und fur den Fall, dass ,p”
in der Ausgangsformel weil ist, muss die Ausgangsformel dieselbe Farbe
haben wie diejenige Formel, die aus ihr hervorgeht, indem man ,p* durch
das sowieso immer weille , 1" ersetzt.

Zunichst zur rechten Seite: In der dritten Zeile wird ,~L1* durch ,T”
ersetzt. Das ist eine sichere Sache, weil eine kontradiktorische Formel mit
einer Tilde davor immer eine allgemeingiiltige Formel ist und deshalb
immer dieselbe Farbe hat wie ,T“. Umgekehrt ist es genau so sicher, ,~T*
durch , L zu ersetzen. Man kann das als Regel so veranschaulichen:

~T|~L
T T

Die rechte Seite der Fallunterscheidung ist in der vierten Zeile bereits
fertig: Eine Pfeil-Verbindung kann nur weil werden, wenn ihr Hinterglied
weilt ist; es ist aber schwarz, also ist die ganze Pfeil-Verbindung schwarz.
Das Ergebnis ist: Falls ,p” weild ist, so ist die Ausgangsformel schwarz —
ganz gleich, was mit g los ist. '
Nun zur linken Seite: In Zeile 3 kann man im Vorderglied zunachst
(T — q)* gefahrlos durch ,q” ersetzen: Wenn die Pfeil-Verbindung vorn
schwarz ist, so ist sie schwarz, wenn sie hinten schwarz ist, und weil,
wenn sie hinten weil ist. Sie hat also insgesamt dieselbe Farbe wie hinten.
In Zeile 4 wird ,~T* durch ,L1” ersetzt. Fiir Zeile 5 muss man etwas um die
Ecke denken: Man hat in Zeile 4 eine Pfeil-Verbindung erzeugt, die hinten
weil ist. Ist die Pfeil-Verbindung hinten weif und vorn schwarz, so ist sie
weil, hat also die der Farbe des Vorderglieds entgegengesetze Farbe. Und
ist sie hinten weiR und vorn weif, so ist die Pfeilverbindung schwarz, hat
also wieder gerade die der Farbe des Vorderglieds entgegengesetze Farbe.
Die Tilde funktioniert aber gerade als Farbvertauscher. Also kann man vor
das Vorderglied einfach eine Tilde setzen. In Zeile 6 miissen nun zwei

3.4 Stilisierte Fallunterscheidung .

Unterfélle unterschieden werden: 1. ,q” ist schwarz (links); 2. »q" ist weils
(rechts). Zunichst wieder zur rechten Seite: Eine Komponente der Hut-
Verbindung ,(L A ~ 1)” ist weif. Deshalb muss die ganze Hut-
Verbindung weil werden und kann in Zeile 7 zu ,L” vereinfacht werden.
Damit steht dort ,~1”, was in Zeile 8 zum Ergebnis ,T“ wird. Links ist
zundchst in Zeile 7 aus dem ,~T“ ein ,L“ zu machen, und dann geschieht
dort dasselbe wie rechts. Das Ergebnis ist: Falls ,p” schwarz ist und ,q”
weils, ist die Ausgangsformel schwarz; falls ,p“ schwarz und 9" schw/z,:lrz
ist, auch. Die Ausgangsformel ist also in allen denkbaren Fillen schwarz
mithin allgemeingultig. /

Steht in allen Fallen am Ende ein L, so ist die Ausgangsformel kontra-
diktorisch. Kommen ,T“ und ,L” gemischt vor, ist die Ausgangsformel]
weder allgemeingtiltig noch kontradiktorisch, aber erfiillbar.

Das Kernstiick der Methode der stilisierten Fallunterscheidung sind
Auswertungsregeln zur dquivalenten (farbbewahrenden) Ersetzung:

~T |~L ThrajaaT|lra]arl Tva |avT|ivalav L
LT a | of L] I T T

| o o

Toajo>T|Lloala—> L

T=op=Tl=ala=1
oc|T 'T l~0€

(XIOLI~(X|~OL

Die Auswertungsregel fiir Hut-Formeln liest man z.B. so: (1) Wenn die
erste Komponente einer Hut-Verbindung schwarz ist, dann hat die ganze
Hut-Verbindung die Farbe der zweiten Komponente. (2) Wenn die zweite
Komponente einer Hut-Verbindung schwarz ist, dann hat die ganze Hut-
Verbindung die Farbe der ersten Komponente. (3) Wenn die erste Kompo-
nente einer Hut-Verbindung weifs ist, dann ist die ganze Hut-Verbindung
weil. (4) Wenn die zweite Komponente einer Hut-Verbindung weil ist
dann ist die ganze Hut-Verbindung weik. /

Bei der Tiite reicht eine schwarze Komponente, um die ganze Formel
schwarz zu machen (erster und zweiter Fall), bei einer weilen kommt es
auf die Farbe der anderen Komponente an: Ist sie ebenfalls weif, ist die
ganze Formel weil, ist sie schwarz, so ist es auch die ganze Formel (dritter
und vierter Fall).

Bei der Pfeil-Verbindung sind die ersten drei Fille einfach: Ist sie vorn
schwarz (erster Fall), kommt es darauf an, welche Farbe sie hinten hat,
denn ist sie hinten weil}, ist sie insgesamt weiR; ist sie hinten schwarz
kann sie nicht insgesamt weill werden, sondern ist schwarz — was aucf;
gleich den zweiten Fall erklirt. Ist sie vorn weifs (dritter Fall), so macht die
Farbe hinten nichts aus — die Formel wird sowieso schwarz. Beim vierten
Fall muss man etwas um die Ecke denken, so wie es fiir das Beispiel er-
klart wurde.

Ist bei der Spaghetti-Verbindung eine Komponente schwarz (erster und
zweiter Fall), so hat die ganze Formel die Farbe der anderen Komponente.
Denn ist die zweite Komponente ebenfalls schwarz, so hat sie die gleiche
Farbe wie die erste, und das macht die ganze Formel schwarz; ist sie weift
so hat sie nicht die gleiche Farbe wie die erste Komponente, und damit iSjt
auch die ganze Formel weil. Beim vierten Fall muss man wieder um die

Auswertungsregeln
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Wesen des Beweises

Offizielle Namen
der Junktoren

Ecke denken: Ist eine Komponente weils, so sind, falls die andere schwarz
ist, die Farben der Komponenten verschieden, also die ganze Verbindung
weilk — also das Gegenteil von schwarz; und falls die andere Komponente
weil ist, sind beide Komponenten weil und damit die ganze Verbindung
schwarz — also das Gegenteil von weil. Mit der Tilde davor kann man also
auch hier nichts falsch machen.

Zum Gliick muss man nicht sehr oft bei der Spaghetti-Verbindung die
Fille wirklich durchrechnen. Denn steht auf beiden Seiten der Spaghetti
dasselbe, so darf die Spaghetti-Verbindung ohne weiteres durch , T ersetzt
werden. Dasselbe soll fiir die Pfeil-Verbindung gelten. Dabei sollen auch
"ol und ! ~~a 'als dasselbe gelten.

Abgesehen von diesen Vereinfachungen ist es aber sehr zu empfehlen,
Zwischenschritte immer sorgfiltig auszunotieren und dem Gedanken ,Das
sieht man doch sofort!” nicht nachzugeben. Dafiir gibt es zwei gute Griin-
de. Der erste ist: Man verhaspelt sich eben doch oft - gerade bei den ein-
fachsten Schritten. Der zweite Grund ist noch viel schwerwiegender: Zum
Wesen des Beweises gehort es, dass er eine offentliche Sache ist. Ein Be-
weis ist kein Trick, um fur sich ein Ergebnis herauszubekommen. Er muss
allgemein nachvollziehbar sein, und zwar nicht nur von Leuten, die sofort
dasselbe sehen wie man selbst.

Ubung

Weisen Sie mit der Methode der stilisierten Fallunterscheidung nach, welche Eigen-
schaften die folgenden Formeln haben (ihre Namen spielen beim ersten Lesen des
Kapitels noch keine Rolle):

p—>q)=>(~q—>~p) Kontraposition (v.l.n.r.)

ex falso quodlibet
Konditional als Konjunktion

(
21 (p—q)—>{(~p—>~q) falsche Kontraposition
3] (~p—>~q)—=(g—>p) Kontraposition (Gegenrichtung)
4] ~(par-~p) NWS
[5]1 pv~p SAD
6] p=~~p DN (bitte ohne Vereinfachung!)
71 ({(p—=qlialg—>r))—>(p—>r) Transitivitit von ="
8l ~p—>{(p—>q) 1. Paradoxie der materialen Implikation
91 p—>(gq—p) 2. Paradoxie der materialen Implikation
[
[

101 (pAa~p)—>q
1M ip—>q)—>~(par~q)

3.5 Die Theorie von AL, dritter Teil (AL-Schemata '
und ihre Eigenschaften)

In diesem Abschnitt geht es darum, wie man die Methode der stilisierten
Fallunterscheidung einsetzen kann, um noch weit allgemeinere Ergebnisse
zu etablieren als bisher. Zunichst soll eine rein sprachliche Vereinbarung
getroffen werden. Man denkt sich am besten nichts weiter dabei:

Die Hut-Verbindung heil3t ab jetzt Konjunktion.

Die Tiiten-Verbindung heift ab jetzt Alternation.

Die Pfeil-Verbindung heifst ab jetzt Konditional.

Die Spaghetti-Verbindung heilt ab jetzt Bikonditional.
Die Tilde heil3t ab jetzt (Satz-)Negator.

3.5 AL-Schemata

Es ist zwar gebrduchlicher, aber unfeiner Slang, das Konditional auch
dann als Implikation zu bezeichnen, wenn man {ber eine nicht-
allgemeingiiltige Formel redet. Korrekterweise ist nur ein allgemeingtiltiges
Konditional eine Implikation. Entsprechendes gilt fiir das Bikonditional
und die Bezeichnung ,Aquivalenz”.

Mit Hilfe von griechischen Buchstaben und Winkelklammern lasst sich
eine Behauptung aufstellen wie die folgende: o — ol ist Al-all-
gemeingiltig. Das ist zweifellos eine sehr plausible Behauptung, aber sie
geht weit (iber die Behauptung hinaus, dass ,p — p” AL-allgemeingiiltig
ist. Aber man kann die Methode der stilisierten Fallunterscheidung indirekt
auch zum Nachweis allgemeinerer Ergebnisse benutzen. Man macht sich
namlich leicht klar: Der Beweis im einfachsten denkbaren Fall reicht
schon aus. Er l&dsst sich auf das allgemeine Schema (hier: ein Gebilde mit
griechischen Buchstaben und ggf. Winkelklammern) Ubertragen. Denn
Einsetzen (und dabei Erzeugen des denkbar einfachsten Falls) erhalt All-
gemeingiiltigkeit oder Widerspriichlichkeit, wenn auch nicht unbedingt
Erfillbarkeit.

Gegenbeispiel zur Behauptung, Einsetzen erhalte Erfillbarkeit: ,p A q” ist erfullbar,
aber wenn man sowohl ,p” als auch ,q” durch ,(p A ~p)* austauscht, so erhilt man
AP A ~p) A (p A~p)” - eine widerspriichliche Formel.

SchlieRlich ist es méglich, noch allgemeinere Aussagen der Theorie von
AL zu machen, ndmlich nicht nur Gber Schemata, sondern tiber formale
Eigenschaften der darin vorkommenden Junktoren. So kann man etwa
beweisen, dass Konjunktion und Alternation sowohl assoziativ als auch
kommutativ sind, das Konditional aber keins von beidem. Dabei ist ein
zweistelliger Junktor & (sprich: ,xi”) genau dann kommutativ, wenn (fiir
bgliebige wifs o und B) gilt: (&) =( B&a)l ist allgemeingiltig. Und
€ ist genau dann assoziativ, wenn gilt: '{ a EB) Evy) =( aE( BEy ) ist
allgemeingiiltig. ,Kommutativ” bedeutet ungefihr: ,Die Reihenfolge ist
egal”. ,Assoziativ” bedeutet ungeféhr: ,Die Klammerung ist egal”.

Ubungen

1) Widerlegen Sie anhand von konkreten Gegenbeispielen mit Farben von wifs die
Kommutativitat und die Assoziativitit des Konditionals.

2) Beweisen oder widerlegen Sie die Allgemeingiiltigkeit von:
M ta—p)aa)—>p! m.p.p.

2IT(a—=»B)A~a)—>~p falscher m.t.t.
BlI'(a—>p)a~B)>~a m.tt.
MT(a=p)r~a)—>~p verstirkter m.t.t.
BlIM(a—=B)AB)—d falscher m.p.p.
BIT(aVB)A~a)—>p disj. m.t.p.
71 VB)AB)—>~a disj. m.p.t.

Die Namen der Schemata sind vorerst noch unwichtig.

Implikation und
Aquivalenz

Schemata

Eigenschaften von
Junktoren
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Interdefinierbarkeit
der Junktoren

Sheffer-Strich

3.6 Die Theorie von AL, vierter und letzter Teil
(Sheffer-Strich)

Es ist recht Gblich, wie oben in Definition 1 geschehen, nur den Negator
und die Konjunktion vorauszusetzen und Alternation, Konditional und
Bikonditional per Definition einzufiihren. Genau so gut hdtte man aber
auch den Negator und die Alternation voraussetzen und dann Konjunktion
und Alternation so definieren konnen:

l~(~a v ~B)! darf jederzeit durch (o A B)! abgekiirzt werden.
"(~a v B)! darf jederzeit durch '( o — B)! abgekiirzt werden.

SchlieBlich hitte man auch den Negator und das Konditional voraussetzen
und definieren kénnen:

"(~a— B)' darf jederzeit durch "( a v B)! abgekiirzt werden.

Die Konjunktion hitte man dann iber die Alternation einfiihren kénnen
([ ~( ~av ~B ). Das Bikonditional wird grundsatzlich wie in Kapitel 3.2
als Konjunktion des Konditionals in beiden Richtungen definiert. Die Farb-
regeln in Definition 4 miissten auf offensichtliche Weise angepasst werden.

Man kann sich fragen, wie weit sich die Reduktion der Junktoren trei-
ben lisst. Braucht man Gberhaupt immer zwei Junktoren, um alle anderen
zu definieren — oder reicht vielleicht einer? Die Antwort ist eine echte
Kuriositit der Logikgeschichte: Es gibt zwei (um die Wende vom 19. zum
20. Jahrhundert) entdeckte Moglichkeiten, beim AL-Spielen mit nur einem
Junktor auszukommen, dem Sheffer-Strich oder dem Peirce-Pfeil. Die
einzige syntaktische Regel fur die Junktoreneinfihrung im AL-Spiel mit
Sheffer-Strich lautet: ,Wenn o und B wffs von AL sind, so auch f(a ‘ By
Und die ganze Farbdefinition des AL-Spiels mit Sheffer-Strich lautet:

V(o ‘ B) ) = ®, falls nicht sowoh! V(a) = @ als auch V() = @.

Kurz gesagt wird also die Sheffer-Strich-Verbindung gerade dann schwarz,
wenn nicht beide Komponenten schwarz sind. Darauf, wie man mit dem
Sheffer-Strich und dem Negator die Konjunktion definieren kann, kommt
man recht schnell:

"~ (o | B)! darf jederzeit durch"(a A B)! abgekiirzt werden.

SchlieBlich ist ja die Konjunktion gerade dann schwarz, wenn beide Kom-
ponenten schwarz sind. Aber wie soll man es anstellen, den Negator
durch den Sheffer-Strich zu definieren? Der Negator ist doch ein einstelli-
ger und der Sheffer-Strich ein zweistelliger Junktor! Die Losung ist:

o | o) darf jederzeit durch’ ~ o1 abgekiirzt werden.

Warum das tatsichlich die Losung ist, versteht man allerdings erst mit der
entsprechenden Farbtabelle vor Augen:

plplplp | ~p
o\o’ o) \ O

o410 @ @

- S e e S

3.7 Zusammenfassung und Literaturhinweise &

Insgesamt hat sich die sparsamste Variante gegenlber den Ubersichtliche-
ren Varianten nicht durchgesetzt (das ist eher ungewShnlich in der Logik!).
Der Sheffer-Strich und der Peirce-Pfeil ,+“(,beide nicht schwarz”) spielen
also in der Anwendung keine groBe Rolle — was ihre theoretischen Bedeu-
tung nicht schmalert.

Ubungen
1) Beweisen Sie die Allgemeingiiltigkeit der folgenden Formeln mit der Methode
der stilisierten Fallunterscheidung:

M~(parg)=(~pv~q) De Morgan 1
Rl~(pvagl=(~par~q) De Morgan 2
Bl(p=ql=(p—>q9)a{q—>p)) Bikonditional-Einsparungsregel
[4{p—>q)=~(par~q) Konditional-Einsparungsregel 1
5l1{parg)=~(~pv~q) Konjunktions-Einsparungsregel 1
6] (pa(gvr)=Wparqg v(ipnar) Distributionsregel
[7lp—>{pvag Hinzufligungsregel
Bl~(p—=>~q)=(parq) Konjunktions-Einsparungsregel 2
Pl(p—>q)=(~pvq) Konditional-Einsparungsregel 2
[0l (pvg)=(~p—>q) Alternations-Einsparungsregel
(Ml (p=>(g—=>)—>Upaqg)—>1 Importationsgesetz (fiir ,q" ins Vorderglied)

[12]“(( pAaq)—=1n—>(p—>(q—r) Exportationsgesetz (aus dem Vorderglied)
2) Erkldren Sie, wieso die Einsparungsregeln in Ubung 2 ihren Namen verdient
haben.

3.7 Zusammenfassung und Literaturhinweise

Zusammenfassung

Das véllig sinnfreie Spiel AL und seine Theorie ist durch Kap. 3 umfassend darge-
stellt: Die Charaktere der verschiedenen junktoren sind deutlich geworden: ,~*
(Farbvertauscher), ,A“ (schwarz, nur wenn beide schwarz), ,v* (schwarz, schon
wenn einer schwarz), ,—" (weill nur beim Input schwarz-weiR) und ,=" (Farb-
vergleicher). Die Begriffe der Allgemeingiiltigkeit (bei jedem Input schwarz), der
Widerspriichlickeit (bei jedem Input weill) und der Erfiillbarkeit (bei manchem
Input schwarz) wurden geklart. Es wurde auBerdem erklirt, wie man die Allge-
meingiiltigkeit einer Formel einerseits mit der Methode der Farbtabellen, anderer-
seits mit der Methode der stilisierten Fallunterscheidung nachweist. Ferner wurde
erdrtet, wie man Beweise der Eigenschaften von Formeln fir Schemata (Gestalten
von Formeln) erweitern kann und wie man bestimmte Eigenschaften von Junktoren
untersucht wie Kommutativitdt (Reihenfolge des Inputs egal) und Assoziativitit
(Klammerung egal). SchlieRlich wurde gezeigt, wie man die Anzahl der primitiven
Junktoren minimiert und die tbrigen durch Definition einfihrt. Man fragt sich
natirlicherweise nun: Was kann man mit AL anfangen? Darum soll es im néchsten
Kapitel gehen.

Literaturhinweise

Uber Cantor informiert 145, 144. Der Sheffer-Strich findet sich zum ersten Mal in
75.




