1. Klassische und nichtklassische Logik

1.1. Zum Gegenstand der Logik*

In diesem Abschnitt wollen wir kurz und in einer mehr beschreibenden
Weise unsere Auffassung von Logik darlegen. Dabei geht es uns hier nicht
vorrangig um den Bestand allen logischen Wissens, sondern vor allem
um die Darstellungsweise solchen Wissens. Da es keine allgemein aner-
kannte Definition des Gegenstandes der Logik gibt, scheint uns ein
solcher Abschnitt niitzlich und in Anbetracht dessen, daBl mit diesem
Buch eine Einfiithrung in eine Vielzahl logischer Theorien gegeben werden
soll, auch unumgénglich. Im Idealfall wire eine allgemeine Konzeption
von Logik darzulegen, aus der man mindestens alle bekannten logischen
Theorien durch Spezifikation erreicht. Ein in diese Richtung weisender
Ansatz verbindet sich mit dem allgemeinen Kalkiilbegriff. Im folgenden
Abschnitt werden wir darauf zuriickkommen.

Der inhaltliche Zusammenhang der logischen Kalkiile 148t sich bis
zu einem gewissen Grade dadurch einsichtig machen, daBl man sie in
Beziehung zu einer fest ausgewshlten logischen Theorie setzt — und so
verfahren wir auch nachfolgend. Die zu diesem Zwecke ausgew#hlte
logische Theorie ist die sogenannte ‘Kklassische Logik. Der Ausdruck
,,nichtklassische Logik‘ deutet die Verneinung von klassischer Logik
unter dem gemeinsamen Oberbegriff Logik an. Es hat sich eingebiirgert,
unter klassischer Logik einen Bestand an logischen Theorien iiber Aus-
sagen und ihre inneren Strukturen zu verstehen, fiir die die Zweiwertigkeit
und die Extensionalitit charakteristische Voraussetzungen sind. Was ist
damit gemeint?

Beginnend mit der klassischen Logik hat sich eine Sprachbetrachtung®

* Unter Mitarbeit von Werner Wolff.

1 Eine Sprache, insbesondere die Fachsprache einer Wissenschaft, ist sozusagen das
Medium, durch das der Wissenschaft vom Logischen eben dieses Logische gegeben
ist. Allein wegen dieser Art des Gegebenseins, die ,,perfektioniert” wird durch eine
das betreffende Logische ,,rein‘‘ zum Ausdruck bringende formalisierte Sprache, tritt,
der Sprachbezug hier so in den Vordergrund. Das Logische selbst hat einen in dem
durch die Praxis vermittelten Verhiltnis von Erkennen und Wirklichkeit liegenden
auBersprachlichen Grund.



herausgebildet, die auch in der nichtklassischen Logik fortgefithrt wird
und die verallgemeinernd folgendermaBen beschrieben werden kann:
Sprache gilt als aus kleinsten Einheiten rekursiv aufgebaut, und zwar
parallel syntaktisch und semantisch. In der Semantik wird in Uberein-
stimmung mit der Sprachwissenschaft unterstellt, daf3 sprachliche Aus-
driicke nicht nur eine Bedeutung, sondern auch einen Sinn, nicht nur
eine Extension, sondern auch eine Intension haben, also insbesondere
nicht nur fiir bestimmte Gegenstiinde stehen, sondern auch in bestimm-
ter Weise verstanden werden, bzw. die Gegebenheitsweise. der Gegen-
stiande, fiir die sie stehen, bestimmen. Die umgekehrte und nicht selbst-
verstdndliche Unterstellung, dafl sprachliche Ausdriicke nicht nur einen
Sinn, sondern auch eine Bedeutung haben miissen, wurde zwar zu Beginn
der Entwicklung der klassischen Logik gemacht und erleichterte ihren
Aufbau, ist aber nur bei einer bestimmten Deutung des syntaktischen
Apparates erforderlich.

Idealisierend wird unterstellt, dafl Bedeutung und Sinn eines Ausdruk-
kes eindeutig bestimmt und konstant, d. h. invariant beziiglich seiner
Verwendung sind. Auf dieser Basis ergeben sich unproblematisch folgende
Zusammenhinge: Der Sinn eines Ausdrucks ist in regelgeleiteter Weise
abhéngig vom Sinn seiner Teilausdriicke — oder anders formuliert: ein
Sprecher, der die entsprechenden Regeln kennt, versteht einen Ausdruck
genau dann, wenn er alle seine Teilausdriicke versteht. Der Sinn eines
Ausdrucks bestimmt nun seine Bedeutung, d. h. die Bedeutung eines
Ausdrucks kann bestimmt werden, wenn er verstanden wurde.

Wenn nun zusétzlich gefordert wird, dafi die Bedeutung eines Aus-
drucks nur von der Bedeutung seiner Teilausdriicke abhéingt, so gilt dies
sicher nicht fiir beliebige Ausdriicke.

Kontexte, als komplexe Ausdriicke, die diese Forderung erfiillen,
heifien ‘6xtensionale Kontexte und Funktoren, die derartige Ausdriicke
bilden, heiBen extensionale Funktoren. Extensionale Kontexte lassen
sich &quivalent durch folgenden Zusammenhang charakterisieren: wenn

wir in ihnen einen beliebigen Teilausdruck durch einen bedeutungsglei-

chen ersetzen, so bleibt die Bedeutung des Kontextes konstant. In der
klassischen Logik werden nur Folgebeziehungen in extensionalen Be-
hauptungskontexten untersucht. ‘

Wir hatten bisher offengelassen, wie der Ausdruck ,,Bedeutung
ndher bestimmt wird. Es wére zum Beispiel denkbar, als Bedeutung
eines Aussagesatzes den durch ihn beschriebenen Sachverhalt einzu-
fibhren. Dafl der Wahrheitswert eines Behauptungssatzes als seine Be-
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deutung gewdhlt wird, héngt offensichtlich mit der Bestimmung des
Folgerungsbegriffes zusammen. Unter diesen Voraussetzungen sind die
Eigenschaften extensionaler Satzfunktoren durch Wahrheitsfunktionen
beschreibbar; und damit ist eine Abstraktion zu vollziehen von Aussagen
auf Wahrheitswerte, von Aussagenvariablen auf Wahrheitswertvariable-
und von Satzfunktoren auf Funktionen (Junktoren), die n-Tupeln von
Wahrheitswerten Wahrheitswerte zuordnen.

Diese wahrheitsfunktionale Betrachtungsweise hat nun selbst Kon-
sequenzen fir die syntaktische Gliederung elementarer Behauptungs-
gitze. Es wird von einer Teilklasse elementarer Behauptungssitze, den
atomaren Behauptungsséitzen, ausgegangen, in denen die Bezeichnungen
von individuellen Gegensténden und der jeweilige Rest des Satzes heraus-
gehoben werden, wobei dieser Rest als Pridikat bezeichnet und als
sprachlicher Ausdruck fiir eine Funktion betrachtet wird, die n-Tupeln
von Gegenstinden Wahrheitswerte zuordnet. Die hiermit gegebene
funktionale Betrachtungsweise laft sich verallgemeinert auf Kontexte
iibertragen, die nicht-extensional sind, in denen aber folgendes Prinzip
gilt: Die Bedeutung des Kontextes &andert sich bei einer beliebigen inten-
sionsgleichen Ersetzung eines beliebigen Teilausdruckes nicht. Solche
Kontexte heilen intensionale Kontexte. Kontexte, in denen selbst
dieses Prinzip nicht gilt, werden nicht-intensionale Kontexte genannt.
Wihrend in intensionalen Kontexten eine Abstraktion von Aussagen auf
ihre Intensionen vollzogen werden kann, ist in nicht-intensionalen Kon-
texten selbst diese Abstraktion nicht moglich: Objekte der Analyse
kénnen nur die Aussagen selbst sein.

Verneinen wir nun, daf} eine klassische logische Theorie vorliegt, so
wird die Zweiwertigkeit oder die Extensionalitit oder beides verneint.

~ Die Verneinung der Zweiwertigkeit fithrt zum Aufbau von mehrwertigen

logischen Theorien. Die Zahl der Wahrheitswerte kann dabsi*endlich
oder unendlich sein. Die Extensionalitdt 146t sich so einfach nicht ver-
neinen, weil es dann schwierig wire, etwas zu bestimmen, was tragfahig
genug zum Aufbau einer logischen Theorie ist. Sie kann aber erstens
durch Aufnahme aulierlogischer Voraussetzungen abgeschwicht werden.
Das fithrt zu angewandten logischen Theorien. Z. B. 148t sich die Zeit-
logik als angewandte Pradikatenlogik auffassen. Die Extensionalitéit
kann zweitens eingeschrinkt werden, indem gewisse Ausdriicke, die
extensionale Aussagenverbindungen sind, explizit ausgeschlossen werden.
Ein Beispiel fiir eine derartige Einschrinkung ist die sogenannte rele-
vante Logik. Die Griinde fiir eine solche Einschrénkung sind dabei nicht
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auBerlogischer Natur. In der Regel verbinden sie sich mit dem Be-
miihen, gewissen als paradox empfundenen Eigenschaften der logischen
Folgebeziehung keine syntaktische Entsprechung zu geben.

*Um dje der klassischen Logik eigene Folgebeziehung definieren zu
konnen, benotigen wir den Begriff eines formalen Schluflschemas. Wir
gehen dazu von einem konkreten SchluBbeispiel aus:

(1) Jede Primzahl ist eine natiirliche Zahl.
(2) 5 ist eine Primzahl.

5 ist eine natiirliche Zahl.

Ersetzt man die Begriffsausdriicke ,,Primzahl“ und ,,eine natiirliche
Zahl durch ,, A4 und ,, B und vereinbart, daBl diese Buchstaben den
Platz fiir Begriffsausdriicke frei halten, also Variablen sind, fiir die nur
Begriffsausdriicke eingesetzt werden kionnen (derselbe Begriffsausdruck
fir dieselbe Variable), vereinbart man ferner, daBl der Buchstabe ,,a
an die Stelle von ,,5° gesetzt eine Variable nur fiir Eigennamen ist (mit
derselben Einsetzungsbedingung), so geht das Schlufbeispiel in das
folgende Schlufischema iiber:

(1) Jedes A4 ist B
(2) a ist A

a ist B

Der waagerechte Strich steht fiir eine logische Grundbeziehung, die
gerade zu definieren ist. Die Aussagen iiber dem Strich heilen die Pré-
missen, die Aussagen unter dem Strich die Konklusion. Beide Bezeich-
nungen werden auch beim Ubergang zum formalen SchluBschema bei-
behalten.

Ein formales Schlufischema ist ein mittels Variablen mit festen Kin-
setzungsbedingungen und Zeichen fiir logische Konstanten so aufge-
bautes Schema, daBl bei zuldssiger, d. h. den Einsetzungsbedingungen
entsprechender Einsetzung, ein SchluBbeispiel entsteht. Ein Schluf3-
beispiel besteht aus der Behauptung, daB aus n (hier » = 2) unterein-
ander geschriebenen Aussageneine weitere, durch einen Strich getrennte
Aussage logisch folgt (kurz: folgt). Diese Behauptung ist wahr dann
und nur dann, wenn das formale SchluBschema, aus dem das Schluf3-
beispiel durch zuldssige Einsetzung entstand, folgende Eigenschaft hat:
Bei jeder zulidssigen Einsetzung, bei welcher die Pramissen wahre Aus-
sagen sind, ist auch die Konklusion eine wahre Aussage.
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Das ist die Definition der klassischen logischen Folgebeziehung mittels
formaler Schlufischemata. Der waagerechte Strich steht also fiir die
logische Folgebeziehung.

Ein formales SchluBschema, das die Eigenschaft hat, daB zwischen
seinen Prémissen und seiner Konklusion die logische Folgebeziehung
besteht, nennt man ein giiltiges formales SchluBschema (vgl. zu dieser
Begriffsbildung: Borrowskr [1976], S.28ff.). Beziiglich jeder durch
zuldssige Einsetzung aus einem giiltigen formalen SchluBschema ent-
standenen Konklusion kann man sagen, daB sie aus den jeweiligen
Préamissen (logisch) folgt. Man kann aber nicht behaupten, daB sie in
jedem Fall auch wahr ist. Das kann man erst, wenn man weil}, daf3 alle
Préamissen wahr sind. (Sie ist zwar auch dann wahr, wenn die Pramissen
ohne unser Wissen darum wahr sind, aber wir kénnten daraus doch
keinen Gewinn ziehen.)

Die klassische Folgebeziehung 148t sich in verschiedener Richtung
verallgemeinern. Zum einen wire denkbar, sinnvolle Sitze zu betrachten,
die keinen Wahrheitswert haben. Dann haben wir es mit Sétzen zu tun,
die keine Aussagen sind, also z. B. mit Fragen, Befehlen, Bitten oder Auf-
forderungen. Kann an die Stelle von Wahrheit bei solchen Satzarten
eine mit dem ausgedriickten Sinn verbundene andere Eigenschaft treten,
daB immer dann, wenn solche sinnvollen Sitze als Pramissen diese Eigen-
schaft haben, sie auch der als Konklusion vorkommende sinnvolle Satz
gleicher Art hat, so ist die Folgebeziehung erfiillt. So kann man z. B.
beziiglich einer Norm sagen, da8 sie giiltig ist oder nicht. Dann ist die
und-Verbindung zweier Normen eine Norm, die giiltig ist genau dann,
wenn die beiden in diese Verbindung eingehenden Normen giiltig sind.
Die Extensionalitét bleibt gewahrt, ebenso die Zweiwertigkeit, obwohl
die Werte keine Wahrheitswerte sind. Auch in diesem Fall erhilt man
eine nichtklassische logische Theorie, da ihre Objekte keine Aussagen sind.

Klassische und nichtklassische logische Theorien sind Deutungen der
allgemeinen Folgebeziehung je nach in Betracht gezogener Satzart.
Dabei ist hier ,,Satzart“ in einem grammatischen Sinne zu verstehen.
Die oben gegebene Definition einer speziellen Folgebeziehung geht in die
Definition der allgemeinen Folgebeziehung iiber, wenn anstelle von
-Aussagen’’ gesetzt wird ,,Sdtze”, und an die Stelle von ,, Wahrheits-
wert" nunmehr ,,ausgezeichneter Wert*.

Weil die allgemeine Folgebeziehung dieselbe ist, wie immer auch
gedeutet, handelt es sich um zusammengehérige, die eine Logik aus-
machende Theorien. Logik hat somit die allgemeine Folgebeziehung
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in der Menge mdoglicher Deutungen iiber Satzarten zum Gegenstand. Eine
solche Deutung legt umgekehrt auch eine bestimmte Folgebeziehung
fest. Die Auswahl einer Satzart ist die zur Zeit auch iibliche Verfahrens-
weise beim Aufbau eines nichtklassischen logischen Systems. Beriick-
gichtigt man Behauptungssétze, die zwar einen Wahrheitswert haben,
aber nicht-extensionale oder sogar nicht-intensionale Kontexte bilden,
so erhdlt man auf diese Weise, je nach weiterer Spezifikation der Be-
hauptungssitze, eine zur nichtklassischen Logik gehirende logische
Theorie. Ein solches Verstéindnis von nichtklassischer Logik ist das vor-
herrschende und liegt auch den in diesem Buch dargesteﬂten logischen
Theorien zugrunde.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dafl die Spiegelung der Voraus-
setzungen nichtklassischer logischer Theorien an denjenigen der klas-
sischen logischen Theorien nur einer systematisierenden Sichtweite
diente, die eine Gegenstandsbestimmung von Logik zum Ziel hatte. Als
ein methodisches Verfahren beschreibt es nicht zugleich auch die tat-
séchliche Entstehungsgeschichte nichtklassischer logischer Theorien.
So sind z. B. die heutigen modallogischen Untersuchungen historisch
aus dem Bemiihen hervorgegangen, einen stérkeren inhaltlichen Zu-
sammenhang zwischen den Pramissen und der Konklusion eines Schlusses
herzustellen. Wie im Vorwort bereits erwidhnt, werden die einzelnen
Kapitel auch iiber die historischen Beweggriinde fiir jede der behandelten
nichtklassischen logischen Theorien Auskunft geben.

1.2. Zum allgemeinen Kalkiilbegriff

Priziser als die allgemeine Folgebeziehung laBt sich der Kalkiilbegriff
bestimmen. In diesem Abschnitt werden wir eine so allgemeine Definition
dieses Begriffes geben, daB alle in diesem Buch zur Sprache kommenden
logischen Kalkiile Spezifizierungen von ihm sind. Explizit darstellen
werden wir das in bezug auf Kalkiile der klassischen Logik, weil wir da-
durch zugleich auch gewisse terminologische Festsetzungen fiir alle
Kapitel des Buches treffen konnen. Die Spezifikation stellt keine Ein-
fithrung in die klassische Logik dar. Wer auf diesem Gebiet sein Wissen
auffrischen oder vertiefen will, sei auf die reichlich vorhandene Literatur
zur klassischen Logik verwiesen, so z. B. auf Asser [1959], Novikov
[1973], BorkOWSKT [1976], SCcHREIBER [1977] oder WEssEL [1984].
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Ein Leser, dem es weniger um innerlogische Grundsatzbetrachtungen
geht, kann diesen Abschnitt iberschlagen, denn zum Studium der
meisten nicht-klassischen logischen Systeme sind von logischer Seite her
Grundkenntnisse der klassischen Aussagenlogik hinreichend. Uber die
Festsetzungen kann er sich anhand des Stichwortverzeichnisses durch
Zuriickschlagen informieren. Wie bei Begriffsbildungen unvermeidlich,
ist das Folgende duBerlich eine Abfolge von Bestimmungen.

Sei AD eine abzihlbar unendliche Menge von Ausdriicken, {H, &, F,
H,, G, F,, ..}, die aus atomaren Ausdriicken AT mittels der Junktoren
£, ..., £ gebildet wurden. Das Tupel (AD, &, ..., &) nennen wir eine
formale Sprache L. Wir sagen, daBl eine formale Sprache L, Erweiterung
einer formalen Sprache L, — und L, entsprechend Redukt von L; — ist,
wenn die Junktoren von L, allesamt Junktoren von L, sind und die Aus-
drucksmenge AD, gleich der Menge aller derjenigen Ausdriicke von L, ist,
die ausschlieBlich mittels in L, vorkommender Junktoren gebildet wur-
den.

Eine Abbildung C der Menge aller Untermengen von AD in sich selbst
nennen wir Konsequenzoperation in L, wenn sie folgende Bedingungen
erfullt:

Firalle ' AD gilt: "< C(I') = C(C(I'));

Fiir alle I, ¥ < AD gilt: wenn I’ € X, dann C(I') < C(2).
Dieser Konsequenzbegriff geht auf Tarskr [1936] zuriick. Eine Konse-
quenzoperation nennen wir kompakt, wenn aus H ¢ C(I') die Existenz
einer endlichen Ausdrucksmenge I, folgt, fiir die H ¢ C(I7) gilt.

Jede Konsequenzoperation C legt eine Konsequenzrelation —c in L
zwischen Ausdrucksmengen und Ausdriicken fest:

Fir alle I' = AD, H ¢ AD gilt nach Definition ["}—- H genau
dann, wenn H ¢ C(I).

Wir sagen in diesem Falle, daB H aus I" C-herleitbar ist. Umgekehrt ist
fiir eine in L gegebene Konsequenzrelation |— mit

C (N2 {H ¢ AD | I' — H)

eine Konsequenzoperation in L erkldrt. Weil Konsequenzoperationen
und Konsequenzrelationen einander eindeutig entsprechen, werden wir
nicht streng zwischen ihnen unterscheiden. Der spéter gelegentlich ver-
wendete Terminus ,,Konsequenz‘‘ kann jede von ihnen bedeuten.

Ein geordnetes Paar (L, |—) oder auch (L, C), wobei L eine formale
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Sprache und }— bzw. C eine Konsequenz in der Ausdrucksmenge dieser
Sprache ist, nennen wir einen Kalkil in der Sprache L.

Sei nun K = (L, C) ein Kalkiil. Eine Menge I', mit I" = AD, nennen
wir widerspruchsfrei beziiglich C — kurz: C-widerspruchsfrei oder auch
C-konsistent —, wenn zumindest ein Ausdruck von AD nicht aus I' C-
herleitbar ist. Andernfalls ist I' C-widerspriichlich oder auch C-inkonsi-
stent. Falls unter den Junktoren der Sprache des Kalkiils der Negator ~
vorkommt, sagt man gelegentlich auch, daf} I" klassisch C-widerspriichlich
ist, wenn ein Ausdruck H und seine Negation ~H aus I C-herleitbar
sind, und dafl I' klassisch widerspruchsfrei ist, wenn dem nicht so ist.

Unter gewissen Bedingungen sind beide Konsistenzbegriffe dqui-

valent.

Eine C-konsistente Ausdrucksmenge I' nennen wir maximal C-kon-
sistent oder syntaktisch vollstindig beziiglich C — kurz: C-vollstindig —,
wenn fiir jeden nicht zu C(I") gehérenden Ausdruck H die Menge I" u {H}
C-inkonsistent ist. Jede C-konsistente Ausdrucksmenge kann gemifB
dem LiNnDENBAUMSchen Erweiterungssatz zu einer C-vollstindigen Menge
erweitert werden. Eine den Negator enthaltende formale Sprache vor-
ausgesetzt, nennen wir I — analog zur klassischen Konsistenz — klassisch
C-vollstindig, wenn fiir alle Ausdriicke H genau entweder H oder ~H
aus I’ C-herleitbar ist.

Die Ausdrucksmenge I' wird beziiglich C deduktiv abgeschlossen ge-
nannt, wenn alle aus I" C-herleitbaren Ausdriicke Elemente von I” sind,
d. h. wenn I'= C(I'). Eine Menge von Ausdriicken I" nennen wir C-
unabhdngig, wenn kein Ausdruck H ¢ I"aus der um H verminderten Menge I
C-herleitbar ist: H ¢ C(I" \ {H}).

Die aus der leeren Menge @ C-herleitbaren Ausdriicke sind die Sdtze
von K. Einen Kalkiil K nennen wir C-konsistent usw., wenn seine Satz-
menge diese Higenschaft hat. Kalkiile mit rekursiver Satzmenge nennen
wir entscheidbar, d.h. K ist entscheidbar, wenn es ein Berechnungsver-
fahren gibt, welches fiir beliebige Ausdriicke H nach endlich vielen
Schritten die Frage beantwortet, ob H ein Satz von K ist.

Seien K; = (I, C;) und K, = (L, C,) Kalkiile in derselben Sprache.
Wir sagen, da K; in K, enthalten ist und daB K, K, enthdlt, wenn die
Satzmenge von K; in derjenigen von K, enthalten ist. K, und K, sind
dquivalent, wenn ihre Satzmengen gleich sind. K ist in K, streng enthalten,
wenn fiir alle I" < AD gilt: C (I} € Cy(I"). K; und K, sind streng dqui-
valent, wenn sie sich gegenseitig streng enthalten.

Seien ferner zwei Kalkiile K; = (I, C;) und K, = (L,, C,) gegeben. Wir
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nennen K, definitorische Erweiterung von K,, wenn

(1°) L, Erweiterung von L, ist; .

(29) fiir alle I' < AD, gilt: Cy(I") = Cy(I');

(3%) es fir alle H € AD; ein @ € AD, derart gibt, dal fiir alle
I' © AD, gilt: (H < G) € C(I") und AT(G) = AT(H).

Bin Kalkiil ist definitorische Version eines zweiten Kalkiils, wenn beide
eine gemeinsame definitorische Erweiterung haben.

In den folgenden Abschnitten des Buches werden wir konkrete Bei-
spiele fiir Konsequenzoperationen kennenlernen. Man kann dabei syn-
taktisch bestimmte und semantisch bestimmte Konsequenzoperationen
unterscheiden. Die entsprechenden Kalkiile nennen wir syntaktisch bzw.
semantisch bestimmt. Wir wollen diese Unterscheidungsmoglichkeit
nun erldutern.

Sei Ax, mit Ax < AD, eine ausgezeichnete Menge von Ausdriicken,
deren Elemente Axiome heilen, und R eine Menge von SchluBiregeln.
Eine Schiufregel ist eine n-stellige Operation auf der Ausdrucksmenge,
die von gewissen n Ausdriicken, den Prdmissen der SchluBiregel, auf
wieder einen Ausdruck, die Konklusion, fithrt. Axiome konnen als null-
stellige Operationen, also als SchluBregeln mit leerer Pramissenmenge —
Axiomregeln genannt — aufgefaBit werden. Das geordnete Paar (Ax, R)
(bzw. die Menge R) fithrt nun auf eine syntaktisch bestimmte Konse-
quenzoperation C,. Fir I' = AD besteht C,(I") aus allen H € AD, die
folgende Eigenschaft haben: H ist letztes Glied einer endlichen Reihe
von Ausdriicken, deren erstes Glied Axiom oder Element von [I” ist und
deren folgende Glieder entweder auch Axiome oder Elemente von I’
sind oder Konklusion einer Schlufiregel aus R, deren sdémtliche Pramissen
vorher als Glieder der Reihe auftauchen. Falls C, nur von R ausgezeichnet
wird, findet man leicht die Modifikation fiir die Erkldrung der Konse-
quenzoperation. Fiir syntaktisch bestimmte Konsequenzoperationen C;
sagen wir von zu C,(I") gehorenden Ausdriicken, da8 sie aus I" ableitbar
sind. Der Ableitbarkeitsbegriff bezieht sich stets auf eine syntaktisch
bestimmte Konsequenz. Das Zeichen |—, eventuell mit Indizes, reser-
vieren wir von nun an fiir syntaktische Konsequenzoperationen. Die
Satze syntaktisch bestimmter Kalkiile nennen wir T'heoreme.

Semantisch bestimmte Konsequenzoperationen sind dagegen unter
Verwendung von iiber L hinausgehenden sprachlichen Mitteln erklart.
Man betrachtet dazu Interpretationen der Ausdriicke in einer struktu-
rierten Menge, d. h. einer Menge M mit einer nichtleeren echten Teilmenge
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E von ausgezeichneten Elementen von M und einer Menge O von Opera-
tionen in M. Das Tripel M = (M, E, O) nennen wir eine Modell-
struktur.

Eine Interpretation (zu diesem Begriff nihere Bemerkungen im Ab-
schnitt 1.4.) eines Kalkiils K in 3 erfallt einen Ausdruck H des Kalkiils
K genau dann, wenn sie H ein Element aus B zuordnet. Eine Menge {7
von Ausdriicken eines Kalkiils K heiit bei einer Interpretation in einer
Modellstruktur 9t erfallbar genau dann, wenn jeder Ausdruck aus I" bei
dieser Interpretation erfiillt ist. Eine erfiillbare Ausdrucksmenge heiBt
auch semantisch widerspruchsfrei.

Sei L eine formalisierte Sprache, I" eine Teilmenge von Ausdriicken

dieser Sprache. Dann bestimmen die Modellstrukturen 9t bei Inter-
pretation von L in I eine semantische Konsequenzoperation C’:
H e C'(I') genau dann, wenn jede Interpretation, die alle Ausdriicke. von
I' erfiillt, auch H erfiillt.

Gilt H € C'(I'), so sagt man, daB H aus I folgt. Ausdrucksmengen, die
deduktiv abgeschlossen sind beziiglich einer semantisch bestimmten
Konsequenz, heiflen semantisch vollstindig. ,

Eine Interpretation von L in 9, die einen Ausdruck H bzw. alle Aus-
driicke einer Ausdrucksmenge I' von L erfiillt, nennt man auch ein
Modell von H bzw. von I'. Damit ergibt sich, da genau dann ein Aus-
druck H aus einer Ausdrucksmenge I" folgt, wenn jedes Modell fiir I’
auch Modell fiir H ist. Der Folgerungsbegriff bezieht sich auf semantisch
bestimmte Konsequenzoperationen, fiir entsprechende Konsequenz-
relationen verwenden wir das Zeichen k=, eventuell mit Indizes. Die
Sitze semantisch bestimmter Kalkiile nennen wir Tautologien oder auch
allgemeingiltige Ausdricke.

Es seien zwei (streng) dquivalente Kalkiile gegeben, von denen der eine;
K;, syntaktisch, der andere, K,, dagegen semantisch bestimmt ist. In
diesem Fall nennen wir K, (streng) vollstindig beziiglich der C, auszeich-
nenden Modellstrukturen und die C, auszeichnenden Modellstrukturen
(streng) addquat fiir K,. K, nennen wir durch das C, auszeichnende Paar
(Ax, R) (streng) awiomatisiert. Streng vollstindige Kalkiile erweisen sich
als kompakt, da die dquivalente, syntaktisch bestimmte Konsequenz-
operation stets kompakt ist.

Sei K die Klasse aller zu einem vorgegebenen Kalkiil K oder zu einer
seiner definitorischen Versionen streng #quivalenten Kalkiile. Dann
nennen wir K ein logisches System und die Kalkiile von K verschiedene
Darstellungen des Systems. Insbesondere nennen wir K axiomatisiert,
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vollstindig, entscheidbar usw., wenn es jeweils Darstellungen gibt, die
diese Eigenschaften haben.

Der Begriff ,logisches System’ verallgemeinert also den Kalkiil-
begriff. Den noch allgemeineren Begriff einer Logik wollen wir als Zu-
sammenfassung logischer Systeme unter gewissen Gesichtspunkten
verstehen. (Diese Gesichtspunkte kdnnen z. B. Eigenschaften der Sprache
der einzelnen Systeme betreffen.) Ein und dasselbe logische System kann
so zu verschiedenen Logiken gehoren.

Das vorliegende Buch ist, wie schon versichert wurde, keine Ein-

fithrung in die klassische Logik. Wenn wir nun doch auf klassische, d. h.
zweiwertige und extensionale logische Systeme zu sprechen kommen,
so hat das — wie eingangs schon bemerkt — zwei Griinde. Erstens sollen
die vielen bisher gegebenen Definitionen durch Beispiele illustriert wer-
den. Vor allem aber ist die klassische Logik von grundlegender Be-
deutung fiir die nichtklassische. Nichtklassische Systeme erweitern die
Moglichkeiten der klassischen, bauen auf ihnen auf und modifizieren die
dort genutzten Untersuchungsmethoden. Andererseits 1Bt sich das in
der nichtklassischen Logik neu Erreichte oft in Gegeniiberstellung zu den
Verhiltnissen in der klassischen Logik deutlich machen. Dabei ist in der
Mehrzahl der Falle bereits die klassische Aussagenlogik hierfiir aus-
reichend, einfach weil die nichtklassischen Systeme in der Regel auf aus-
sagenlogischer Basis entwickelt werden.
Der Grund dafiir ist, daB sich die semantischen Besonderheiten der auf-
zubauenden nichtklassischen Logiken oft bereits mit diesen Ausdrucks-
mitteln hinreichend klar explizieren lassen. Der Ubergang zu pridika-
tenlogischen Ausdrucksmengen wird nur dann vollzogen, wenn dadurch
weitere semantische Eigentiimlichkeiten sichtbar gemacht werden kon-
nen, denn ein solcher Ubergang geht zu Lasten der Anschaulichkeit der
entstehenden Kalkiile. Priadikatenlogische Systeme hoherer Stufe, wie
auch Systeme in Sprachen mit erweiterter Ausdrucksdefinition spielen
im Hinblick auf deren Anwendung in der nichtklassischen Logik eine
noch geringere Rolle und werden in diesem Buch nicht besprochen.
Deshalb sollen nur die Systeme der klassischen Aussagen- und der klas-
sischen Pradikatenlogik der ersten Stufe — von nun an kurz: klassische
Priadikatenlogik — in Erinnerung gerufen werden. Bei dieser Gelegen-
heit treffen wir weitere Verabredungen hinsichtlich der Symbolik und
Terminologie.
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1.3. Klassische Aussagenlogik

Die klassische Aussagenlogik besteht aus einem einzigen logischen
System, fiir das sehr viele verschiedene Darstellungen bekannt sind. Wir
geben einige von ihnen an.

Die iibliche formale Sprache fiir aussagenlogische Kalkiile hat einen
einstelligen Junktor ~ (Negator genannt) und vier zweistellige: A (Kon-
junktor), v (Alternator), — (Implikator) und < (Aquivalentor), sowie
technische Zeichen: ),(. Ausgehend von einer abzihlbar unendlichen
Menge AV atomarer Ausdriicke {p, g, 7, p,, g1, 71, Dy, . ..}, Aussagenvariablen
genannt, werden rekursiv die aussagenlogischen Ausdriicke aufgebaut.
Die Menge AD der aussagenlogischen Ausdricke ist die kleinste aller
Mengen, die AV enthalten und zu denen mit H und @ stets auch (~H)
(Negation von H), (H » G) (Konjunktion), (H v Q) (Alternative), (H — @)
(Implikation) und (H < @) (Aquivalenz) gehoren. Um die zusammen-
gesetzten Ausdriicke in der Umgangssprache kiirzer wiederzugeben, hat
sich auch folgende Lesart eingebiirgert: ,,nicht H, || H und G**, ,,H oder
G%, ,,wenn H, dann G*‘ bzw. , H genau dann, wenn G

Wir vereinbaren, daB die Bindungsstirke der Junktoren ~, A, v,
—>, <> in dieser Reihenfolge abnimmt und daB iberflissige Klammern
weggelassen werden konnen. Dieser Klammerkonvention zufolge ist
beispielsweise p; A p, — pg v py A ~p, aus ((291 A pz) (p3 v (pg A (~p5))))
entstanden,

Wir geben nun in der oben erklirten Sprache zunichst einen seman-
tisch bestimmten Kalkiil K, = (I, |=;) an, dem aus historischen Griin-
den und seiner intuitiven Einsichtigkeit wegen besonderes Interesse
gebiihrt. \

Fir jeden der Junktoren wird eine Tabelle der beiden Wahrheitswerte
W und F aufgestellt, die den mittels des entsprechenden Junktors zu-
sammengesetzten Ausdriicken einen Wahrheitswert auf Grund der
Wahrheitswerte der verbundenen Ausdriicke zuordnet:

G | ~H HAG Hv@

H H—-G H<@g
w w F w w w w
w F F F w F F

F w w F w w F

F F w F F w w
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So legt jede Zuordnung von Wahrheitswerten zu den. atomaren Aus-
driicken, Belegung genannt, genau einen Wahrheitswert fiir jeden be-
stimmten Ausdruck fest.

Fiir Konsequenzrelation =, ist erklirt als: Fiir alle I', I" < AD, und
fiir alle H, H ¢ AD, gilt nach Definition I’ =, H genau dann, wenn fiir
alle Belegungen gilt: wenn alle Ausdriicke aus I" bei einer Belegung den

~ Wert W erhalten, so erhilt H bei dieser Belegung den Wert W.

Man sieht leicht, dafi K; entscheidbar ist. Um nimlich die Frage, ob
ein Ausdruck H eine Tautologie ist, zu beantworten, geniigt es, den Wahr-
heitswert von H in allen verschiedenen Belegungen fiir in # vorkom-
mende atomare Ausdriicke zu priifen. Da H nur endlich viele atomare
Ausdricke enthiilt, ist die Zahl der zu untersuchenden Fille ebenfalls
endlich.

In leicht verinderter Aufmachung stellt sich der Kalkiil K; so dar:
Sei 7, eine Abbildung von AV nach {F, W}. Diese wird eindeutig zum
Homomorphismus » von AD nach {F, W}, wiederum Belegung genannt,
fortgesetzt:

(19 »(H) = 1,(H) fur H € AV;

(29 o(~H) =W  gdw »(H)=

8 v(HAG) =W gdw »(H) =W und »(@) = W;
4% v(Hv@ =F gdw »(H) = F und »(@) = F;
(3% »(H - G) =F gdw ov(H) = W und »(@) = F;
(

6% s(H -G =W gdw o(H) = Q(G).

Wieder ist I" =, H gdw fiir alle Belegungen v gilt: Wenn fiir alle
Ausdriicke G aus I" o(G) = W, so v(H) = W.
Ein anderer Kalkiil, K,, wird syntaktisch bestimmt. Die Konsequenz-

relation wird durch ein Axiome-Regeln-Paar festgelegt. Die Menge Ax -

umfaflt folgende Ausdriicke:

(Ax1) Py = (Ps — P1)

(Ax2) ((pl — D) ’*pl) > P1

(Ax8)  (py = py) = (P2 = 25) — (11 — y))
(Ax4)  (py Apy) =y

(Ax5) (P1 A Da) — Do

(AX6)  (py=>p3) = ((p1 = pa) = (D1 — Py A Py))
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) P> (01 VD)
Ax8)  p, — (p1 Vv )
)

(

(AX9)  (p1 = py) = (P2 = P3) — (p1 v Py — py)
(AX10)  (py < py) — (py— py)

(Ax11) (p, < D) = (P2 = 1)

(Ax12)  (py = pg) = (P2 = p1) — (P < py))
(Ax13) (p; — py) = (~py — ~py)

(Ax14) p, - ~~p,

(Ax15) ~~py > Py

Die Menge der Schlufiregeln besteht aus:

H H @
Ry 2O2E
H
R
R wra

Die Regel (R1) ist als Abtrennungsregel oder modus ponens bekannt,
die als Einselzungsregel bezeichnete Regel (R2) ist wie folgt zu verstehen:
vom Ausdruck H kann man zu einem Ausdruck tibergehen, der aus H
durch Ersetzen einer in H vorkommenden Aussagenvariable p gleich-
zeitig an allen Stellen ihres Vorkommens in H durch einen beliebigen
anderen Ausdruck G entsteht. Diese Einsetzungsregel ist jedoch bei Ab-
leitungen aus nichtleeren Ausdrucksmengen nur beschrinkt zugelassen.
Um damit verbundenen Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, be-
hilft man sich in der Regel folgendermaBen: anstelle der Axiome
(Ax1) —(Ax15) verwendet man Axiomschemata, in denen die Aussagen-
variablen durch Ausdriicke ersetzt sind, also beispielsweise anstelle des
Axioms p, - (p, —p;) das Axiomschema H, -~ (H, - H,), wobei
H, und H, beliebige Ausdriicke sind. Auf die Einsetzungsregel wird ganz
verzichtet,.

Der Fakt, dafi K, und K, streng iquivalent und also tatsichlich
Darstellungen ein und desselben Systems sind, ist wohlbekannt. Den
Beweis des ,,schwierigeren‘ strengen Enthaltenseins von K, in K, findet
man z. B. in AssER [1959].

Mit dem Vorliegen der streng squivalenten Kalkiile K; und K, wissen
wir u. a. bereits folgendes: Die klassische Aussagenlogik ist ein axio-
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matisiertes, entscheidbares, kompaktes System mit intuitiv einsichtiger,
adiaquater Semantik. Ferner ist die aussagenlogische Satzmenge 'deduktiv
abgeschlossen und — obwohl klassisch konsistent — nicht klassisch voll-
stiandig, jedoch syntaktisch vollstéindig. (Lediglich letztere Higenschaft
ist nicht ganz einfach zu beweisen, siehe dazu AssER [1959].)

SchlieBlich sei mit K; noch eine definitorische Version der Aussagen-
logik vorgestellt. Wir betrachten die aus AV mittels ~ und — aufgebaute
Sprache L(~, —) und legen |—; durch die Axiomenschemata-Regel-
Menge fest:

(AxS1) H; — (H, — 1)

(AxS2) (Hl — (H, _>H3)) g ((Hl - H,) - (H, ->H3))
(AxS3) (~H, - ~H,) — (H, — Hy)

HH->G

(R1) a

Aus der strengen Aquivalenz von K, zu den anderen Kalkiilen ergibt
sich die Definierbarkeit aller Ausdriicke der ,,vollen* aussagenlogischen
Sprache mittels ~und —:H A F == ~(H - ~F), HvF = ~H — F,
H < F=(H —~F)A(F - H). Dariiber hinaus konnen iiberhaupt
alle zweiwertigen extensionalen Junktoren durch ~ und — definiert
werden. Wir sagen deshalb, dal L(~, —) in der Aussagenlogik funktional
vollstindig ist.

1.4. Klassische Pridikatenlogik

Wir beschrinken unsere Darstellung weiterhin auf ein fiir die folgenden
Abschnitte hinreichendes Minimum. Ausfithrlich wird die Thematik
beispielsweise in AssER [1972] behandelt, in einer um Funktionssymbole,
Gegenstandskonstanten, die Gleichheit (Identitdt) und den bestimmten
Artikel erweiterten Sprache.

Die klassische Pridikatenlogik besteht ebenfalls nur aus einem einzi-
gen System. Die priidikatenlogische Sprache, L,, ist dagegen wesentlich
komplizierter als die aussagenlogische. Zum Aufbau von Ausdriicken
haben wir zwei abziéhlbar unendliche Mengen von Gegenstands- (oder
Individuen-) variablen 1V = {z, 9, 2, z,, ¥;, 7, ...} und von Pridikaten-
symbolen I7 = {P,Q, P;,@,, ...}, sowie eine Abbildung ar:Z/ - N
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(,,IN“ bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen), die jedem Pradi-
katensymbol seine Stellenzahl zuordnet. Das Paar (17, ar) heifit die Signa-
tur X der formalisierten Sprache. Die Stellenzahl von P, @, ... wird mit
ar(P), ar(@), ... bezeichnet. Atomare Ausdriicke sind Préadikatensymbole,
auf die ebensoviel in Klammern gesetzte Gegenstandsvariablen folgen,
als ihre Stellenzahl betrigt. Die Menge der atomaren Ausdriicke sei AT.

Auch die Mittel fiir den Aufbau von Ausdriicken sind gegeniiber dem
aussagenlogischen Fall erweitert. Es kommen zwei Quantoren dazu:
der Allquantor oder Generalisator A und der Ewxistenzquontor oder Parti-
kularisator V. Pradikatenlogische Ausdriicke werden aus atomaren Aus-
driicken mittels ~, A, v, —und < wie iiblich gebildet. Neu hinzu kommen
Zeichenreihen, in denen ein Quantor von einer Gegenstandsvariablen und
einem Ausdruck gefolgt wird. Die Menge der priadikatenlogischen Aus-
driicke, AD,, ist die kleinste Menge, zu der mit H, ¢ stets auch ~H,
NeH, VeH, HA@G, Hv @, H -G und H < G gehdren. Der zweite
Ausdruck wird als Generalisation, der dritte als Partikularisation be-
zeichnet. AaeH wird als , fiir alle x gilt H* und VaH als ,,es gibt ein x
derart, dafl H'' gelesen. Die in einem Ausdruck H unmittelbar auf einen
Quantor folgenden Gegenstandsvariablen kommen in H von den je-
weiligen Quantoren gebunden vor. Die iibrigen in H vorkommenden Ge-
genstandsvariablen kommen in H frei vor. Der unmittelbar auf Az oder
Vz folgende Ausdruck ist der Bereich des Quantors. Mit H(x/y) wird der
Ausdruck bezeichnet, der aus H durch Ersetzen der Gegenstandsvariable
« an allen Stellen ihres freien Vorkommens in H durch die Gegenstands-
variable y entsteht. Ein solches Einsetzen von y fiir z in H ist zuldssig,
wenn z nicht frei im Bereich eines y bindenden Quantors vorkommt.
H[xz|y] bezeichnet den aus H durch zulissige Einsetzung (x/y) entstan-
denen Ausdruck. Der Ausdrucksreichtum der Priadikatenlogik schliefit
denjenigen der Aussagenlogik gewissermaflen in sich ein. Wenn man
nullstellige Pradikatensymbole betrachtet, so verhalten sich diese gerade
wie Aussagenvariablen.

Als erste Darstellung der Priadikatenlogik geben wir einen semantisch
bestimmten Kalkiil K{ an. Wir definieren dazu zunichst den in Ab-
schnitt 1.2. bereits benutzten Begriff einer Interpretation. Eine Inter-
pretation der Signatur X = (I7,ar) ist ein geordnetes Paar & = (W,
{By}pe) derart, daBl W eine nichtleere Menge von Gegenstinden (Gegen-

" stands- oder Individuenbereich genannt) und fiir jedes Pradikatensymbol
P € IT By eine Relation in W der Stellenzahl ar(P) ist. Fiir eine gege-
bene Interpretation & der Signatur X nennen wir eine beliebige Abbil-
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dung v von der Menge der Gegenstandsvariablen nach W eine Belegung
in &. Den durch die Abbildung » einer Gegenstandsvariablen o zugeord-
neten Gegenstand aus W bezeichnen wir mit »(«), die einem Prédikaten-
symbol B bei einer Interpretation & zugeordnete Relation B, in W mit
N5(%)1'11* H, H < AD,, erkliren wir induktiv, wann eine Belegung # in §
den Ausdruck H erfullt, symbolisch: I, v = H, gelesen: H ist durch »
in & erfillt, oder: H ist (I, »)-giiltig.

1) S,k P, ..., 2,) gdw J(P) (v(zy), .., v(2a));

2) S,vE=~H gdw nicht &, v = H;

3) SvEHAG gdw 3,7 = Hund 3,7 = G;

4) S,ovE=HVvE gdw 3, v = H oder &, = G;

5) S,vE=H-=G gdw wenn &, v |= H, dann J, v = G

6) S,vEH<G gdw &, = H genau dann, wenn
3,7 = G

(1) vk NaH gdw fiir alle Belegungen 2, die sich von
» hochstens im Wert fiir « unter-
scheiden gilt:
8,0 = H;

8) J,vkE= VaH gdw fiir eine Belegung »’, die sich von

v hochstens im Wert fir x unter-

scheidet, gilt:

I, 0" = H.
Statt ,,S, v = H wird — mit derselben Bedeutung — auch: Werty(H, »)
= W, geschrieben, wobei die Interpretation auch durch einen anderen
groBen gotischen Buchstaben bezeichnet sein kann, ebenso die Bele-
gung durch einen anderen kleinen Buchstaben.

Wenn H durch jedes v in  erfiillt ist, so heifit H ein J-giltiger Ausdruck
und $ ist ein Modell von H. Ist H 3-giiltig fiir beliebiges &, so heilit H
allgemeingiltig. Die S-Giiltigkeit von H wird angezeigt durch: I = H,
die Allgemeingiiltigkeit von H durch: =H. Der wichtige Begriff des
Modells 1484 sich — wie schon bemerkt — auf Mengen I von Ausdriicken
erweitern: & k= I" genau dann, wenn § Modell von allen Ausdriicken aus
I ist.

Der Kalkiil K] ist nun durch die folgende semantische Konsequenz-
operation f=, in der pridikatenlogischen Sprache festgelegt: I'|=; H
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genau dann, wenn fiir jede Interpretation & gilt: Wenn & k= @ fiir jedes
Gel, dann &S = H.

Ein syntaktisch bestimmter Kalkiil K; entsteht durch Erweiterung
des Axiomschemata-Regeln-Paares des aussagenlogischen Kalkiils K,.
Zu (AxS1)—(AxS15), (R1), kommen hinzu:

(AxS16) A\x(H, — H,) — (H, — NzH,),

wobei x eine Gegenstandsvariable ist, die nicht frei in H, vorkommt;
(AxS17) AxH, — H\[z]y],

wobei [x/y] wieder eine zulassige Einsetzung ist;

H

(R3) el

Die Regel (R3) wird Generalisierungs- oder GODELregel genannt.

Ahnlich wie im aussagenlogischen Fall folgt aus dem Vorliegen der
beiden Darstellungen K; und K; der klassischen Pridikatenlogik, daf
dieses System axiomatisierbar ist, iiber eine addquate Semantik verfiigt
usw. Wir hatten gesehen, dafl die aussagenlogische Satzmenge auf ein-
fache Art und Weise entscheidbar ist. Diese Eigenschaft besitzt die
Pridikatenlogik jedoch nicht.

In den folgenden Kapiteln werden wir verschiedentlich statt der um-
gangssprachlichen Worter ,,nicht, ,,und, ,,oder, ,,wenn ..., dann ...,
»--- genau dann, wenn...”, fir alle... gilt...” und ,es gibt ein...
derart, dafBl ...” jeweils die Symbole =7, A, v, =, &, A und V¥ ver-
wenden. Diese sind den Junktoren der pridikatenlogischen Sprache
nachgebildet, verkniipfen aber keine pradikatenlogischen Ausdriicke,
sondern Ausdriicke einer Metasprache, d. h. einer Sprache, in der iiber
die Ausdriicke der jeweiligen formalen Sprache geredet wird. —, A usw.
nennen wir metasprachliche Operatoren.
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9. Mehrwertige Logik

2.1. Grundprinzipien der mehrwertigen Logik

;
Jedes der beiden grundlegenden Prinzipien der klassischen Logik — das
Extensionalititsprinzip und das Zweiwertigkeitsprinzip — kann im
Bereich nichtklassischer logischer Systeme aufgegeben werden. Das
Extensionalitdtsprinzip gilt nicht in den Systemen der modalen Logik;
vgl. 3.1. o

Die mehrwertige Logik, mit der wir uns in diesem Kapitel befassen
werden, behélt das Extensionalitdtsprinzip bei, verzichtet aber auf das
Zweiwertigkeitsprinzip.

Die erste und auffilligste Konsequenz dieses Schrittes ist, daB die in
der klassischen Logik unterstellte Beziehung zu den Wahrheitswerten
W und F ihre Natiirlichkeit verliert. Es gibt bis heute keine wirklich
iiberzeugende Deutung der in der mehrwertigen Logik ,,zusétzlich®
betrachteten Wahrheitswerte, die jene Werte mit dem naiven Verstidnd-
nis von Wahrsein bzw. von Abstufungen dieses Wahrseins verbindet.
Es ist dies einer der Griinde, weswegen wir in diesem Kapitel von Quasi-
wahrheitswerten sprechen werden — und weswegen brauchbare Anwen-
dungen der mehrwertigen Logik wesentlich sind, um zu verdeutlichen, da@3
es sich bei der mehrwertigen Logik um mehr als ein esoterisches Teil-
gebiet der nichtklassischen Logik handelt.

Das Extensionalitdtsprinzip besagt im Bereich der mehrwertigen
Aussagenlogik wieder, dafl der Quasiwahrheitswert einer zusammen-
gesetzten (mehrwertigen) Aussage nur abhingt von den Quasiwahr-
heitswerten der dabei miteinander verkniipften (mehrwertigen) Aussagen.
Und im Bereich der mehrwertigen Préadikatenlogik besagt er dariiber
hinaus, dafl ein Priadikat, also ein Begriff, schon durch seinen Umfang
vollstéindig charakterisiert ist. (Wobei in diesem Falle noch genau zu
kldren ist, was dabei unter ,,Umfang’ zu verstehen ist — vgl. 2.3.1.)

Ganz analog zur Situation hinsichtlich des Extensionalitétsprinzips
in der modalen Logik, vgl. Kap. 3, tritt an die Stelle des Zweiwertigkeits-
prinzips hier kein neues Prinzip. Wir wollen also keine generelle Fest-
legung dariiber treffen, ob im Bereich mehrwertiger Logik nun statt
zweier (Wahrheits-) Werte deren drei, vier, fiinf, ... oder evtl. auch un-

3 Kreiser, Logik 19




